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• Sie kennen das Konzept der fundamentalen Ideen und greifen 
auf dieses zurück, wenn sie Sie die Bedeutung einzelner 
Lerngegenstände für den Mathematikunterricht diskutieren. 

• Sie können die Grundvorstellungsidee beschreiben und wissen 
über deren Bedeutung für den Mathematikunterricht. 

• Sie kennen Grundvorstellungen zu einzelnen mathematischen 
Begriffen.

Stoffdidaktik Mathematik
Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Individuum

Aneignung

Lerntätigkeit als

gesellschaftlichen Wissen  
& Könnens

Kenntnisse, 
Fähigkeiten &  
Fertigkeiten

Gesellschaftliches  
Wissen & Können

Gesellschaft / Kultur / Umwelt

Sinn und Bedeutung

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Bedeutung des Lerngegenstands

Bedeutungen von Lerngegenständen sind im 
ständigen Wandel!

• fachwissenschaftliche Bedeutung 

‣ z. B. Fundamentale Ideen 

• gesellschaftliche Bedeutung  

‣ Nützlichkeit / Anwendbarkeit 

‣ Beitrag zur Berufs- und Studienorientierung 

• historische und kulturelle Bedeutung

KI

- Welche (mathematisch-
gesellschaftliche) 
Bedeutung liegt hinter dem 
Lerngegenstand (vgl. 
Fundamentale Ideen)?  

- Welcher Sinn soll bei den 
Schülerinnen und Schülern 
hinsichtlich des 
Lerngegenstands 
entwickelt werden und 
welche Repräsentationen 
sind dafür geeignet (vgl. 
Grundvorstellungen)? 

- Wie verhalten sich Sinn und 
Bedeutung des 
Lerngegenstands 
zueinander und zu früheren 
und späteren Lerninhalten?

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Sei  offen, sowie . 

 heißt in  (total) differenzierbar, wenn es eine lineare 
Abbildung  und eine „Fehlerfunktion“ 

 gibt, so dass 

  

mit .

U ⊆ ℝn f : U → ℝm

f x0 ∈ U
A : ℝn → ℝm

r : ℝn → ℝm

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + r(h)

lim
h→0

∥r(h)∥
∥h∥

= 0

Fundamentale Ideen
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mit 
 für alle A(h) = M ⋅ h h ∈ ℝn

Sei  offen, sowie . 

 heißt in  (total) differenzierbar, wenn es eine lineare 
Abbildung  und eine „Fehlerfunktion“ 

 gibt, so dass 

  

mit .

U ⊆ ℝn f : U → ℝm

f x0 ∈ U
A : ℝn → ℝm

r : ℝn → ℝm

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + r(h)

lim
h→0

∥r(h)∥
∥h∥

= 0

also eine Matrix  M ∈ ℝm×n

Fundamentale Ideen
Beispiel: Linearität

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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226 3 Grundideen des Mathematiklernens

Abb. 3.15 Das Spiralprinzip.
(Illustration © A. Eicks)

Die fundamentalen Ideen sollen also gemäß Bruner bereits im Anfangsunterricht kind-
gerecht, aber intellektuell redlich grundgelegt werden und dann auf den weiteren Stufen
des Lernprozesses, also in späteren Jahrgangsstufen erneut aufgegriffen und dabei struk-
turell angereichert werden22. Die damit mögliche Kontinuität und Entwicklungsfähigkeit
in der Auseinandersetzung der Lernenden mit den Lerngegenständen symbolisiert die
Abb. 3.15:

Die durch senkrechte Linien angedeuteten fundamentalen Ideen werden an verschie-
denen Stellen immer wieder aufgegriffen, und zwar a) auf einem höheren Niveau (die
Schraubenlinie windet sich nach oben) und b) in strukturell angereicherter Form (dieWin-
dungen reichen weiter, sie umfassen und integrieren zunehmend mehr Konzepte, Ideen,
Fertigkeiten, Fähigkeiten, Erkenntnisse u. Ä.; s. o. das Beispiel im Abschnitt ›Fundamen-
tale Ideen‹). »Mit dem Fortschreiten auf der ›Spirale‹ werden anfangs intuitive, ganzheitli-
che, undifferenzierte Vorstellungen zunehmend von formaleren, deutlicher strukturierten,
analytisch durchdrungenen Kenntnissen überlagert« (Müller und Wittmann 1984, S. 159).

Zone der nächsten Entwicklung Dieses Prinzip geht zurück auf den russischen Psycho-
logen Wygotsky. »Jedes beliebige Entwicklungsniveau ist durch zwei Entwicklungszonen
gekennzeichnet – eine Zone der aktuellen Leistung und eine Zone der nächsten Entwick-
lung. Während die erste durch all das bestimmt wird, was ein Heranwachsender zu einem
bestimmten Zeitpunkt selbstständig bewältigen kann, umfasst die zweite Zone jene Leis-
tungen, die aufgrund der bisherigen Entwicklung und Aneignung möglich geworden sind,
aber noch nicht selbstständig realisiert werden können« (Lompscher 1997, S. 47). Dieses

22 Vgl. auch das Stabilitätsprinzip bei Wittmann (1981, S. 79).

(Krauthausen, 2018, S. 226, 
© A. Eicks)

»Jedes Kind kann auf jeder 
Entwicklungsstufe jeder Lehrgegenstand 
in einer intellektuell ehrlichen Form 
erfolgreich gelehrt werden.« 

(Bruner, 1976, S. 77)
  

mit 

f(x0 + h) = f(x0) + M ⋅ h + r(h)

lim
h→0

∥r(h)∥
∥h∥

= 0

y c⋅y
x

c⋅x

g

h

g||h

a

b1 b2

a ⋅ (b1 + b2) = a ⋅ b1 + a ⋅ b2

x

y

f(x) = m ⋅ x + n

 
2x + 3y = 11

−4x − 3y = − 7

 für sin(x) ≈ x x ≈ 0

(Danckwerts, 1988)

Linearität
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1729 
Lösung eines Systems von drei 
Gleichungen in drei Unbekannten 

1750 
Lösung regulärer linearer Gleichungssysteme in zwei, drei und vier Unbekannten 

18./19. Jh.  
Gauß-Algorithmus 

17./18. Jh. 
(m x n)-Schreibweise als abkürzende Schreibweise für eine lineare Substitution 

1850 
(m x n)-Schema als Matrix

16. Jh.  

systematische Methoden zur Lösung von 
linearen Gleichungssystemen

Anfang 1. Jtsd. n. Chr.  
Lineare Interpolation

1715  
Taylor: »Linear perspective«

lineares Fernsehen

lineare Erzählung

prop. Zuordnungen 
im Alltag

1600 1700 1800 1900

(Tietze et. al, 2000b, S. 73 ff.; Brückler, 2018, S. 39, 107, 119)

Linearität
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horizontal

vertikal Krauthausen, 2018, S. 226 
© A. Eicks

 2x + 3y = 11
−4x − 3y = − 7  für sin(x) ≈ x x ≈ 0

historisch

sinnvoll

fundamental!

Anfang 1. Jtsd. n. Chr.  
Lineare Interpolation

1715  
Taylor: »Linear perspective«

18./19. Jh.  
Gauß-Algorithmus 

1600 1700 1800 1900

Linearität
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Eine Fundamentale Idee bzgl. eines Gegenstandsbereichs (Wissenschaft, Teilgebiet) ist ein 
Denk-, Handlungs-, Beschreibungs- oder Erklärungsschema, das   

1. in verschiedenen Gebieten des Bereichs vielfältig anwendbar oder erkennbar ist 
(Horizontalkriterium),   

2. auf jedem intellektuellen Niveau aufgezeigt und vermittelt werden kann (Vertikalkriterium),   

3. in der historischen Entwicklung des Bereichs deutlich wahrnehmbar ist und längerfristig 
relevant bleibt (Zeitkriterium),   

4. einen Bezug zu Sprache und Denken des Alltags und der Lebenswelt besitzt (Sinnkriterium).

(Schwill, 1994)

Fundamentale Ideen

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Fundamentale Ideen
Horizontal 

Vertikal 
Zeit 

Sinn

• Zahl 
• Algorithmus 
• Maß 
• Raum und Form 
• Funktion 
• Zufall

• Kommunizieren 
• Modellieren 
• Argumentieren 
• Problemlösen 
• Darstellen 
• Fragen

• Approximierung 
• Optimierung 
• Linearität 
• Symmetrie 
• Invarianz 
• Rekursion 
• Vernetzung 
• Ordnen 
• Strukturierung 
• Formalisierung 
• Exaktifizierung 
• Verallgemeinern 
• Idealisieren(nach von der Bank, 2013, S. 103; Lambert, 2012)

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Bedeutung des Lerngegenstands

• Darstellung der historischen, gesellschaftlichen und 
schulischen Bedeutung des Lerngegenstands 

‣ Bildungsstandards & Fundamentale Ideen 
‣ intensive Literaturrecherche zum Lerngegenstand 

• Darstellung der Bezüge zu früheren und späteren 
Lerngegenständen 

‣ Fachsystematik 
‣ Rahmenlehrplan & Schulbücher

- Welche (mathematisch-
gesellschaftliche) 
Bedeutung liegt hinter dem 
Lerngegenstand (vgl. 
Fundamentale Ideen)?  

- Welcher Sinn soll bei den 
Schülerinnen und Schülern 
hinsichtlich des 
Lerngegenstands 
entwickelt werden und 
welche Repräsentationen 
sind dafür geeignet (vgl. 
Grundvorstellungen)? 

- Wie verhalten sich Sinn und 
Bedeutung des 
Lerngegenstands 
zueinander und zu früheren 
und späteren Lerninhalten?

Produkte der semantischen Ebene zur

und hilfreiche Theorien/Quellen:

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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- Welche (mathematisch-
gesellschaftliche) 
Bedeutung liegt hinter dem 
Lerngegenstand (vgl. 
Fundamentale Ideen)?  

- Welcher Sinn soll bei den 
Schülerinnen und Schülern 
hinsichtlich des 
Lerngegenstands 
entwickelt werden und 
welche Repräsentationen 
sind dafür geeignet (vgl. 
Grundvorstellungen)? 

- Wie verhalten sich Sinn und 
Bedeutung des 
Lerngegenstands 
zueinander und zu früheren 
und späteren Lerninhalten?

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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- Welche (mathematisch-
gesellschaftliche) 
Bedeutung liegt hinter dem 
Lerngegenstand (vgl. 
Fundamentale Ideen)?  

- Welcher Sinn soll bei den 
Schülerinnen und Schülern 
hinsichtlich des 
Lerngegenstands 
entwickelt werden und 
welche Repräsentationen 
sind dafür geeignet (vgl. 
Grundvorstellungen)? 

- Wie verhalten sich Sinn und 
Bedeutung des 
Lerngegenstands 
zueinander und zu früheren 
und späteren Lerninhalten?

Grundvorstellungen

Handlungserfahrung

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

primär
sekundär

normativ

deskriptiv

konstruktiv

Grundvorstellungen zu …

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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🃞🂮🂾🃎🃑🂡🂱🃁
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Handlungserfahrung Repräsentationen Anwendung auf Realität normativ

deskriptiv

konstruktiv

primär sekundär

Wahrscheinlichkeit
als relativer Anteil

♣︎♠︎♥︎♦︎
Würfelwurf

Glücksrad

Laplace-Experimente

Grundvorstellungen

Grundvorstellungen zu …

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung



16

Handlungserfahrung Repräsentationen Anwendung auf Realität normativ

deskriptiv

konstruktiv

primär sekundärGrundvorstellungen

Grundvorstellungen zu …

Die Grundvorstellungsidee beschreibt Beziehungen zwischen mathematischen 
Inhalten und dem Phänomen der individuellen Begriffsbildung.  
In ihren unterschiedlichen Ausprägungen charakterisiert sie mit jeweils 
unterschiedlichen Schwerpunkten insbesondere drei Aspekte dieses Phänomens: 

• Sinnkonstituierung eines Begriffs durch Anknüpfung an bekannte Sach- oder 
Handlungszusammenhänge bzw. Handlungsvorstellungen, 

• Aufbau entsprechender (visueller) Repräsentationen bzw. »Verinnerlichungen«, 
die operatives Handeln auf der Vorstellungsebene ermöglichen, 

• Fähigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirklichkeit durch Erkennen 
der entsprechenden Struktur in Sachzusammenhängen oder 
durch Modellieren des Sachproblems mit Hilfe der mathematischen Struktur.

(vom Hofe, 1995, S. 97 f.)

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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normativ

deskriptiv

konstruktiv

Grundvorstellungen

Grundvorstellungen zu …

Handlungserfahrung Repräsentationen Anwendung auf Realität

Wahrscheinlichkeit Bedingte 
Wahrscheinlichkeit

🃗🂧🂷🃇🃘🂨🂸🃈
🃙🂩🂹🃉🃚🂪🂺🃊
🃛🂫🂻🃋🃝🂭🂽🃍
🃞🂮🂾🃎🃑🂡🂱🃁

m w

p 50 20 70

n 280 300 580

330 320 650

m

w

p

n
p

n

(vom Hofe, 2014)
primär sekundär

https://www.stat.auckland.ac.nz/~vt/

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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normativ deskriptiv konstruktiv

Grundvorstellungen

»Welche Grundvorstellungen sind zur 
Lösung des Problems aus der Sicht 

des Lehrenden adäquat?«

»Welche individuellen Vorstellungen 
lassen sich im Lösungsversuch des 

Schülers erkennen?«

»Worauf sind etwaige Divergenzen 
zurückzuführen, und wie lassen sich 

diese beheben?«

relativer Anteil

relative Häufigkeit

subjektives Vertrauen

Wahrscheinlichkeit als Wahrscheinlichkeit als 
»mitdenkende« 

Eigenschaft

Analyse der 
»Bezugsmenge«

(vom Hofe, 1995, S. 106 f.)

Grundvorstellungen zu …

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Handlungserfahrung

primär sekundär

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung



- Wie verhalten sich Sinn und 
Bedeutung des Lerngegenstands 
zueinander und zu früheren und 
späteren Lerninhalten?

- Welche (mathematisch-
gesellschaftliche) Bedeutung liegt 
hinter dem Lerngegenstand (vgl. 
Fundamentale Ideen)?  

- Welcher Sinn soll bei den 
Schülerinnen und Schülern hinsichtlich 
des Lerngegenstands entwickelt 
werden und welche Repräsentationen 
sind dafür geeignet (vgl. 
Grundvorstellungen)?

Spezifizieren Strukturieren

19

semantische Ebene

(Hußmann & Prediger, 2016)

normativ

deskriptiv

konstruktiv

Grundvorstellungen

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung



Grundvorstellungen
Spezifizieren Strukturieren

E

- Wie können typische Vorkenntnisse 
und Vorstellungen als fruchtbare 
Anknüpfungspunkte dienen? 

- Welche Schlüsselstellen (Hindernisse, 
Wendepunkte, …) gibt es im 
Lernweg der Schüler/-innen?

- Welche typischen individuellen 
Voraussetzungen (Vorstellungen, 
Kenntnisse, Kompetenzen, …) sind zu 
erwarten und wie passen diese zum 
angestrebten Verständnis?  

- Woher kommen typische Hindernisse 
oder unerwünschte Vorstellungen?

20

empirische Ebene

(Hußmann & Prediger, 2016)

normativ

deskriptiv

konstruktiv

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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(vom Hofe, 1995, S. 97 f.)

Die Grundvorstellungsidee beschreibt Beziehungen zwischen mathematischen 
Inhalten und dem Phänomen der individuellen Begriffsbildung.

Objekte Operationen
nat. Zahlen addieren, dividieren

Grundvorstellungen

normativ

deskriptiv

konstruktiv

sekundär

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Handlungserfahrung

Grundvorstellungen zu …

VerfahrenBegriffe Zusammenhänge

primär

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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- als relativer Anteil 
    »theoretische Wahrscheinlichkeit«

- als relative Häufigkeit 
    »frequentistische Wahrscheinlichkeit«

- als subjektives Vertrauen 
    »subjektivistische Wahrscheinlichkeit«

Wahrscheinlichkeiten 
bestimmen

Wahrscheinlichkeit eines mehrstufigen  
Zufallsexperiments ermitteln

(Malle & Malle, 2003; Krüger et al., 2015, S. 234 ff.)

Grundvorstellungen

Wahrscheinlichkeit

normativ

deskriptiv

konstruktiv

sekundär

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Handlungserfahrung

Grundvorstellungen zu …

primär

Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Grundvorstellungen

»Ein Aspekt eines mathema-
tischen Begriffs ist ein 
Teilbereich des Begriffs, mit 
dem dieser fachlich 
charakterisiert werden kann.«

»Eine Grundvorstellung zu 
einem mathematischen 
Begriff ist eine inhaltliche 
Deutung des Begriffs, die 
diesem Sinn gibt.«

(Greefrath et al., 2016, S. 17)

Ordinalzahlaspekt  
(charaktersisiert über Peano-Axiome)

Kardinalzahlaspekt 
(charakerisiert über Äquivalenzklassen  
gleichmächtiger Mengen)

Natürliche Zahl als Anzahl der Elemente 
einer Menge, 
Addition als Zusammenfügen

Natürliche Zahl als Position in einer Reihung, 
Addition als Weiterzählen

normativ

deskriptiv

konstruktiv

primär sekundär

Grundvorstellungen zu …

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Handlungserfahrung

Aspekte vs. Grundvorst.

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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zum Sinn des Lerngegenstands

• Diskussion zu ausgewählten Grundvorstellungen zu 
den im Lernbereich auftretenden Begriffen 

‣ »Didaktik der …«, mathematik lehren, … 
‣ (selbst Grundvorstellungen entwickeln) 

• Diskussion zu Repräsentationen und Arbeitsmitteln 
zum Lerngegenstand

Produkte der semantischen Ebene

und hilfreiche Theorien/Quellen:
- Welche (mathematisch-

gesellschaftliche) 
Bedeutung liegt hinter dem 
Lerngegenstand (vgl. 
Fundamentale Ideen)?  

- Welcher Sinn soll bei den 
Schülerinnen und Schülern 
hinsichtlich des 
Lerngegenstands 
entwickelt werden und 
welche Repräsentationen 
sind dafür geeignet (vgl. 
Grundvorstellungen)? 

- Wie verhalten sich Sinn und 
Bedeutung des 
Lerngegenstands 
zueinander und zu früheren 
und späteren Lerninhalten?

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Typische Schwierigkeiten
• Vielfältige Interpretation des Minus-Zeichens: Vor-, Rechen- und Inversionszeichen 

• Kardinalzahlaspekt nicht mehr tragfähig, Ordinalzahlaspekt eingeschränkt tragfähig,  
Maßzahlaspekt im Prinzip erweiterbar 

• Fehlinterpretation der Ordnungsrelation (nicht mehr über Mächtigkeit möglich;  
fehlerhafte spiegelbildliche Interpretation)

Normative (Grund-)Vorstellungen

7 – 3– 5 + 2 – a

1. 2. 3. 4.

– 5 > – 3

Negative Zahlen als  

• relative Zahlen bezüglich einer fest gewählten Vergleichsmarke 

• Gegensätze 

• Richtungen 

• Zustände und Zustandsänderungen

(vom Hofe & Hattermann, 2014)

Ganze Zahlen
Handlungserfahrung

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Normative (Grund-)Vorstellungen
Negative Zahlen als  

• relative Zahlen bezüglich einer fest gewählten Vergleichsmarke 

• Gegensätze 

• Richtungen 

• Zustände und Zustandsänderungen

Kontobewegung Kontostand
50,00 €

Taschengeld von Oma 5,00 € 55,00 €
Kinoeintritt -8,00 € 47,00 €
Popcorn -3,00 € 44,00 €

44,00 €

Guthaben: 5 € 
Schulden: – 5 €

– 5

5

– 5 5

y

x

| – 5| = 5

Eckhard Henkel, https://
commons.wikimedia.org/wiki/
Category:Außenthermometer?
uselang=de#/media/
File:2014-07-24_Außenthermometer_(2
012)_von_Michael_Sailstorfer_IMG_5656
.jpg, CC BY-SA 3.0 DE

Ganze Zahlen
Handlungserfahrung

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de/deed.en
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0 1 2 3 4 5 6–1–2–3–4–5

Normative (Grund-)Vorstellungen

Ganze Zahlen
Handlungserfahrung

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Addieren/Subtrahieren als  

• Pfeilanlegen 

• gerichtetes Weiter-/Zurückzählen 

• Subtraktion/Addition der Gegenzahl

Multiplizieren als  

• Strecken/Stauchen des Pfeils (pos. Zahl) 

• Spiegeln an der Null (–1) 

• Kombination aus beidem

Größenvergleich als  

• direkter Lagevergleich auf Zahlengeraden  
(links < rechts) 

• Lage- und Betragsvergleich (neg. < pos. & 
betragsabhängig)

(vom Hofe & Hattermann, 2014, S. 4)

Negative Zahlen als  

• relative Zahlen bezüglich einer fest gewählten Vergleichsmarke 

• Gegensätze 

• Richtungen 

• Zustände und Zustandsänderungen

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 – Sinn und Bedeutung
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Handlungserfahrung

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

Bruch als Anteil eines Ganzen oder mehrerer Ganzer Bruch als Maßzahl Bruch als Operator

 von 250 €
1
5

Bruch als Verhältnis

2 von 3 Personen tragen eine Maske.

Bruch als Quotient 

3 : 5 =
3
5

5x = 3

Bruch als Lösung einer linearen Gleichung

Bruch als Skalenwert 

1
20 1

(Padberg & Wartha, 2017, S. 19 ff.)

Quasikardinale Auffassung von Brüchen

 als 3 mal 
3
5

1
5

Brüche
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Handlungserfahrung

Repräsentationen

Anwendung auf Realität

1
5

⋅
2
3

1
5

2
3

Anteil eines Anteils Flächeninhalt

 von 
1
5

2
3

3 ⋅
1
5

Quasikardinale Auffassung

1
5

⋅ 3 Kommutativität; Verknüpfung Anteil eines 
Ganzen und Anteil mehrerer Ganzer

1
5

⋅
2
3

Verallgemeinerung 
(leider oft nur auf Kalkül-Ebene)

Brüche

(Padberg & Wartha, 2017, S. 108 ff.)
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