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Stoffdidaktik Mathematik

Kapitel 3 - Sinn und Bedeutung

* Sie kennen das Konzept der fundamentalen Ideen und greifen
auf dieses zuruck, wenn sie Sie die Bedeutung einzelner
Lerngegenstande tlir den Mathematikunterricht diskutieren.

« Sie konnen die Grundvorstellungsidee beschreiben und wissen
Uber deren Bedeutung flir den Mathematikunterricht.

« Sie kennen Grundvorstellungen zu einzelnen mathematischen
Begriften.

Heiko Etzold, 2025



Sinn und Bedeutung
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- Welche (mathematisch-
gesellschaftliche)
Bedeutung liegt hinter dem

. . Lerngegenstand (vgl.
+ tfachwissenschaftliche Bedeutung

Fundamentale Ideen)?

Bedeutung des Lerngegenstands

» 7. B. Fundamentale Ideen
» gesellschaftliche Bedeutung
» Nutzlichkeit / Anwendbarkeit

> Beitrag zur Berufs- und Studienorientierung

 historische und kulturelle Bedeutung

- Wie verhalten sich
Bedeutung des

.o . . Lerngegenstands
Bedeutungen von Lerngegenstanden sind im 2u friiheren
Standigen Wandel! [\_L und spateren Lerninhalten?
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Fundamentale Ideen

Sei U C R" offen, sowie f: U —» R™,

fheil3tin xy € U (total) ditterenzierbar, wenn es eine lineare
Abbildung A : R” - R" und eine ,Fehlerfunktion”

n

r: R" - R™ gibt, so dass

J(xo + h) = fxp) + A(h) + r(h)

2
it Tim AU
o0 ||
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Fundamentale Ideen
Beispiel: Linearitat

Sei U C R" offen, sowie f: U —» R™.

fheil3tin xy € U (total) ditterenzierbar, wenn es eine lineare
Abbildung A : R" - R" und eine ,Fehlerfunktion”

r .l

n

—

~T
R™ gibt, so dass

f(xo + h) = fxp) + A(h) + r(h)

mit lim

h—0

Il _ 0.\

4]

also eine Matrix M € R"™*"

— mMit

Ah)=M- hturalleh e R"
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»Jedes Kind kann auf jeder

Entwicklungsstufe

jeder Lehrgegenstand

in einer intellektuell ehrlichen Form
erfolgreich gelehrt werden.«

(Bruner, 1976,S.77)

To—1D
K/<’"_‘)
S

K/Q’“)
4/

(Krauthausen, 2018, S. 226,
© A. Eicks)

Linearitat

fix)=m-x+n

>» X

a-(b1+by)=a-bi+a-b fxg+h) =f(xg) + M- h+ r(h)
ol
mit lim =0
h—0 || A]] :
2x+ 3y =11

sin(x) ~ xfurx ~ 0

(Danckwerts, 1988)
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Anfang 1. Jtsd. n. Chr.
Lineare Interpolation

1729

Losung eines Systems von drei
Gleichungen in drei Unbekannten

1750

Losung regularer linearer Gleichungssysteme in zwei, drei und vier Unbekannten

17./18. Jh.

(m x n)-Schreibweise als abkirzende Schreibweise fir eine lineare Substitution

1850
(m x n)-Schema als Matrix

18./19. Jh.
Gaul3-Algorithmus

Linearitat

16. Jh.

systematische Methoden zur Losung von
linearen Gleichungssystemen

1715
Taylor: »Linear perspective«

(Tietze et. al, 2000b, S. 73 ft.; Bruckler, 2018,S. 39, 107, 119)

1600 1700 1800 1900

B
prop. Zuordnungen

\/

im Alltag

lineare Erzahlung

lineares Fernsehen
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Linearitat

vertikal
horizontal
historisch
sinnvoll

fundamental!
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https://doi.org/10.1007/978-3-662-54692-5

Fundamentale ldeen

Eine Fundamentale Idee bzgl. eines Gegenstandsbereichs (Wissenschaft, Teilgebiet) ist ein
Denk-, Handlungs-, Beschreibungs- oder Erklarungsschema, das

1. in verschiedenen Gebieten des Bereichs vieltaltig anwendbar oder erkennbar ist
(Horizontalkriterium),

2. auf jedem intellektuellen Niveau aufgezeigt und vermittelt werden kann (Vertikalkriterium),

3. in der historischen Entwicklung des Bereichs deutlich wahrnehmbar ist und langertristig
relevant bleibt (Zeitkriterium),

4. einen Bezug zu Sprache und Denken des Alltags und der Lebenswelt besitzt (Sinnkriterium).

(Schwill, 1994)
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Horizontal
Vertikal

Fundamentale Ideen + Approximierung zei

.. Sinn
e Optimierung
* Linearitat
¢ Symmetrie

e Zahl « Kommunizieren I ,
. . * |nvarianz
» Algorithmus  Modellieren .
, e Rekursion
« Mal3 « Argumentieren
. e Vernetzung
 Raum und Form e Problemlosen
. * Ordnen
e Funktion « Darstellen ,
e Strukturierung
» Zuftall * Fragen .
e Formalisierung
« Exaktitizierung
* Verallgemeinern
(nach von der Bank, 2013, S. 103; Lambert, 2012) » |dealisieren
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Produkte der semantischen Ebene zur

Bedeutung des Lerngegenstands " gesslichatliche)
Bedeutung liegt hinter dem
und hilfreiche Theorien/Quellen: Lerngegenstand (vol.

Fundamentale Ideen)?

» Darstellung der historischen, gesellschattlichen und
schulischen Bedeutung des Lerngegenstands

> Bildungsstandards & Fundamentale |deen

> intensive Literaturrecherche zum Lerngegenstand

» Darstellung der Bezlige zu friheren und spateren

Lerngegensténden - Wie verhalten sich
Bedeutung des

> Fachsystematik erngegenstands

> Rahmenlehrplan & Schulbucher und spateren Leminhalten?
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- Welcher Sinn soll bei den
Schulerinnen und Schlern
hinsichtlich des
Lerngegenstands
entwickelt werden und
welche Reprasentationen
sind daflr geeignet (vgl.
Grundvorstellungen)?

Heiko Etzold, 2025
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Grundvorstellungen

- Welcher Sinn soll bei den
Schulerinnen und Schlern
hinsichtlich des
Lerngegenstands
entwickelt werden und
welche Reprasentationen
sind daflir geeignet (vgl.
Grundvorstellungen)?

primar
sekundar

Handlungserfahrung

Reprasentationen

Anwendung auf Realitat

Grundvorstellungen zu ...
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Grundvorstellungen

Handlungserfahrung Reprasentationen Anwendung auf Realitat _
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Grundvorstellungen

Die Grundvorstellungsidee beschreibt Beziehungen zwischen mathematischen

Inhalten und dem Phanomen der individuellen Begriffsbildung.

In ihren unterschiedlichen Auspragungen charakterisiert sie mit jeweils

unterschiedlichen Schwerpunkten insbesondere drei Aspekte dieses Phanomens:

Sinnkonstituierung eines Begriffs durch Anknlipfung an bekannte Sach- oder
Handlungszusammenhange bzw. Handlungsvorstellungen,

Aufbau entsprechender (visueller) Reprasentationen bzw. »Verinnerlichungenc,
die operatives Handeln auf der Vorstellungsebene ermoglichen,

Fahigkeit zur Anwendung eines Begrifts aut die Wirklichkeit durch Erkennen
der entsprechenden Struktur in Sachzusammenhangen oder
durch Modellieren des Sachproblems mit Hilfe der mathematischen Struktur.

(vom Hote, 1995,S.971.)

normativ

@ 00
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Grundvorstellungen

Handlungserfahrung Reprasentationen Anwendung auf Realitat

primar sekundar
(vom Hofe, 2014)

Bedingte

Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
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https://www.stat.auckland.ac.nz/~vt/
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Grundvorstellungen

»Welche Grundvorstellungen sind zur
Losung des Problems aus der Sicht
des Lehrenden adaquat?«

Wahrscheinlichkeit als

relativer Anteil

relative Haufigkeit

subjektives Vertrauen

»Welche individuellen Vorstellungen

lassen sich im Losungsversuch des
Schuilers erkennen?«

Wahrscheinlichkeit als
»mitdenkende«
Eigenschaft

& &

»Worauf sind etwaige Divergenzen
zurlckzufuhren, und wie lassen sich
diese beheben?«

Analyse der
»Bezugsmenge«

(vom Hofte, 1995,S. 106 1.)

Heiko Etzold, 2025
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semantische Ebene

Grundvorstellungen

Spezifizieren

- Welche (mathematisch-
gesellschaftliche) Bedeutung liegt
hinter dem Lerngegenstand (vgl.
Fundamentale Ideen)?

- Welcher Sinn soll bei den
Schilerinnen und Schulern hinsichtlich
des Lerngegenstands entwickelt
werden und welche Reprasentationen
sind daflr geeignet (vgl.
Grundvorstellungen)?

Strukturieren

- Wie verhalten sich Sinn und
Bedeutung des Lerngegenstands
zueinander und zu fritheren und
spateren Lerninhalten?

(HuBmann & Prediger, 2016)
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deskriptiv

konstruktiv SpQZifiZieren

- Welche typischen individuellen
Voraussetzungen (Vorstellungen,
Kenntnisse, Kompetenzen, ...) sind zu
erwarten und wie passen diese zum
angestrebten Verstandnis?

- Woher kommen typische Hindernisse
oder unerwiinschte Vorstellungen?

Grundvorstellungen

Strukturieren

- Wie konnen typische Vorkenntnisse
und Vorstellungen als fruchtbare
Ankniipfungspunkte dienen?

- Welche Schlusselstellen (Hindernisse,
Wendepunkte, ...) gibt es im
Lernweg der Schiler/-innen?

(HuBmann & Prediger, 2016)

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 - Sinn und Bedeutung
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Grundvorstellungen

Grundvorstellungen zu ...

Die Grundvorstellungsidee beschreibt Beziehungen zwischen mathematischen

Inhalten und dem Phanomen der individuellen Begriffsbildung.

/N

Objekte Operationen

nat. Zahlen addieren, dividieren

L 4
L 4
l 4
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
—‘——
-
--
--
------------

(vom Hofe, 1995,S. 97 1.)

Begriffe Zusammenhéinge) ( Verfahren

Handlungserfahrung

( primar ][ sekundér)

Reprasentationen

Anwendung auf Realitat

Heiko Etzold, 2025

Kapitel 3 - Sinn und Bedeutung

21



Handlungserfahrung

Grundvorstellungen (=)

Grundvorstellungen zu ... Anwendung auf Realitit

Wahrscheinlichkeit

- als relativer Anteil

»theoretische Wahrscheinlichkeit« Wahrscheinlichkeiten

bestimmen

- als relative Hautigkeit

nfrequentistische Wahrscheinlichkeit«

Wahrscheinlichkeit eines mehrstufigen

- als su bjektives Vertrauen Zufallsexperiments ermitteln

nsubjektivistische Wahrscheinlichkeit«

(Malle & Malle, 2003; Krlger et al., 2015, S. 234 {t.)

(WO Haiko Etzold, 2025 Kapitel 3 - Sinn und Bedeutung 22



Aspekte

/

Grundvorstellungen

vs. Grundvorst.

\

»Ein Aspekt eines mathema- »Eine Grundvorstellung zu

tischen Begriffs ist ein
Teilbereich des Begriffs, mit
dem dieser fachlich

einem mathematischen
Begriff ist eine inhaltliche
Deutung des Begriffs, die

charakterisiert werden kann.«  diesem Sinn gibt.«

Ordinalzahlaspekt
(charaktersisiert Uber Peano-Axiome)

Kardinalzahlaspekt
(charakerisiert tiber Aquivalenzklassen
gleichmachtiger Mengen)

Natlrliche Zahl als Position in einer Reihung,
Addition als Weiterzahlen

Naturliche Zahl als Anzahl der Elemente
einer Menge,

Handlungserfahrung

( primar ][ sekundér)

Reprasentationen

Anwendung auf Realitat

Grundvorstellungen zu ...

)
w

Addition als Zusammentligen (Greefrath et al., 2016, S. 17)

D ®OH Hejko Etzold, 2025
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Produkte der semantischen Ebene
zum Sinn des Lerngegenstands
und hilfreiche Theorien/Quellen:

e Diskussion zu ausgewahlten Grundvorstellungen zu
den im Lernbereich auftretenden Begriffen

» »Didaktik der ...«, mathematik lehren, ...

> (selbst Grundvorstellungen entwickeln)

« Diskussion zu Reprasentationen und Arbeitsmitteln
zum Lerngegenstand

- Welcher Sinn soll bei den

Schulerinnen und Schlern
hinsichtlich des
Lerngegenstands
entwickelt werden und
welche Reprasentationen
sind daflir geeignet (vgl.
Grundvorstellungen)?

Heiko Etzold, 2025 Kapitel 3 - Sinn und Bedeutung
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Handlungserfahrung

Ganze Zahlen

Anwendung auf Realitat

 Vielfaltige Interpretation des Minus-Zeichens: Vor-, Rechen- und Inversionszeichen

« Kardinalzahlaspekt nicht mehr tragfahig, Ordinalzahlaspekt eingeschrankt tragfahig, A P
. L . 17 %27 *37 4,
MalBzahlaspekt im Prinzip erweiterbar ® ©

* Fehlinterpretation der Ordnungsrelation (nicht mehr Gber Machtigkeit moglich;
fehlerhafte spiegelbildliche Interpretation)

Normative (Grund-)Vorstellungen

Negative Zahlen als

* relative Zahlen bezlglich einer test gewahlten Vergleichsmarke
 Gegensatze

« Richtungen

e Zustande und Zustandsanderungen

(vom Hofe & Hattermann, 2014)
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Negative Zahlen als

* relative Zahlen bezlglich einer fest gewahlten Vergleichsmarke

Ganze Zahlen

 Gegensatze

« Richtungen

e Zustande und Zustandsanderungen

Normative (Grund-)Vorstellungen

——— . Guthaben:5€

Schulden: -5 €

-5 =5

Kontobewegung Kontostand

50,00 €

Taschengeld von Oma 5,00 € 55,00 €
Kinoeintritt -8,00 € 4700 €
Popcorn -3,00 € 44 00 €
44,00 €

Anwendung auf Realitat

Eckhard Henkel, https://
commons.wikimedia.org/wiki/

Category:AulBBenthermometer?
uselang=de#/media/

File:2014-07-24 AuBenthermometer (2
012)_von_Michael_Sailstorfer IMG_5656
.jpg, CCBY-SA 3.0 DE
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Negative Zahlen als

Ganze Zahlen

Normative (Grund-)Vorstellungen

* relative Zahlen bezlglich einer fest gewahlten Vergleichsmarke

—tt ettt

 Gegensatze
« Richtungen

» Zustande und Zustandsanderungen

Addieren/Subtrahieren als
» Pfeilanlegen
» gerichtetes Weiter-/Zurlckzahlen

« Subtraktion/Addition der Gegenzahl

(vom Hofe & Hattermann, 2014, S. 4)

5 4 3 2 -1 0

Multiplizieren als
 Strecken/Stauchen des Pfeils (pos. Zahl)
e Spiegeln an der Null (-1)

e Kombination aus beidem

Reprasentationen

T 2 3 4 5 6

GroBBenvergleich als

o direkter Lagevergleich auf Zahlengeraden
(links < rechts)

« Lage- und Betragsvergleich (neg. < pos. &
betragsabhangig)

Heiko Etzold, 2025
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Briiche

Bruch als Anteil eines Ganzen oder mehrerer Ganzer

Bruch als Verhaltnis Bruch als Quotient

34433 33 33 522
A2 2444 2 2

2 von 3 Personen tragen eine Maske. Bruch als Skalenwert

Handlungserfahrung

Reprasentationen

Anwendung auf Realitat

Bruch als Maf3zahl Bruch als Operator

\ ]
g vVOon 250 €

[IIIII[][][]H[][][]H[][][]H

Bruch als Losung einer linearen Gleichung

S5 =3

Quasikardinale Auffassung von Briichen

3 1

— als 3 mal —

(Padberg & Wartha, 2017, S. 19 ff.)

D ®OH Hejko Etzold, 2025 Kapitel 3 - Sinn und Bedeutung
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Handlungserfahrung

Bruche

Anwendung auf Realitat

n| —
W | N

Anteil eines Anteils Flacheninhalt

1 2
— von — -

S 3 5

o

Quasikardinale Auffassung

n| —
W |

Kommutativitat; VerknlUpfung Anteil eines
Ganzen und Anteil mehrerer Ganzer

o

Verallgemeinerung
(leider oft nur auf Kalktl-Ebene)

W | N

(Padberg & Wartha, 2017, S. 108 ff.)
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