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Stoffdidaktik Mathematik

• Ihr seid euch bewusst, dass Analysis in Universität und Schule 
unterschiedlich strukturiert sind und dies in der Schulrealität in 
einen propädeutischen Grenzwertbegriff mündet. 

• Ihr kennt Grundvorstellungen zum Ableitungsbegriff. 

• Ihr habt einen Einblick in das Unterrichten mit CAS als 
Werkzeug für die Schülerinnen und Schüler.
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Analysis
Aufbau in Uni und Schule

Folgen Konvergenz 
von Folgen

Vollständig-
keit von ℝ Stetigkeit

Grenzwerte von 
FunktionenReihen Differenzier-

barkeit …

– – Intervall-
schachtelung – Grenzverhalten 

im Unendlichen– Ableitung …

(Ministerium für Bildung, Jugend und Sport des Landes Brandenburg, 2022, S. 25; 2023, S. 42)
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Konvergenz und Grenzwert

x1 = 1 xn+1 =
1
2 (xn +

5
xn )

Eine (rationale) Folge  heißt konvergent gegen , wenn gilt: (xn)n∈ℕ
a ∈ ℚ

∀ε > 0∃n0 > 0 : n > n0 ⇒ |xn − a | < ε

Bis  können die Folgeglieder machen, was sie wollen. 
Ab  befinden sich die Folgeglieder im -Schlauch. 
Das alles funktioniert für jedes noch so kleine .

n0
n0 ε

ε > 0

• Immer »dichter« werdende Folgen konvergieren. 

• Reihenfolge der Folgenglieder ist relevant. 

• Folgenglieder kommen dem Grenzwert mit jedem Schritt näher. 

• Der Grenzwert wird nie erreicht.

unvollständige/fehlerhafte Vorstellungen

(Ableitinger & Heitzer, 2013, S.7)

»Fast alle« Folgenglieder kommen dem Grenzwert 
beliebig nah.

0,33    0,3    0,3333    0,333    0,33333    0,3333    …

(Enders, 2024, S. 36)
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Konvergenz und Grenzwert
Propädeutischer Zugang

geometrische 
Erfahrungen zu 
Grenzprozessen

Heron-Verfahren

numerische 
Erfahrungen zu 
Grenzprozessen

Intervallschachtelung

1
3

= 0,3̄ = 0,333… =
3
10

+
3

100
+

3
1000

+ …

geometrisch-
numerische 
Erfahrungen

2 = 1 +
1
2

+
1
4

+
1
8

+ …

0,9̄ = 1

A: Nenne eine Zahl. 
B: Finde einen Stammbruch, der       
     kleiner ist als die Zahl.

(Greefrath et al., 2016, S. 107 ff.; Ableitinger & Heitzer, 2013, S. 3)
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Konvergenz und Grenzwert
Propädeutischer Zugang

Gefahr eines geometrischen Zugangs ohne formale Grenzwert-Definition!

(Greefrath et al., 2016, S. 111)
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Konvergenz und Grenzwert

(Ableitinger & Heitzer, 2013, S. 9 f.)
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GrundvVorstellungen zur Ableitung
Anstieg der Tangente

Lokale Änderungsrate

Lokale lineare Approximation

Verstärkungsfaktor kleiner Änderungen

Δy ≈ m ⋅ Δxr dr
A

dA

f(x) = f(x0) + m ⋅ h + r(h)
mit lim

h→0

r(h)
h

= 0

Durchschnittsgeschwindigkeit  
 Momentangeschwindigkeit 

 Grenzwert von  für kleine 

→
Δy
Δx

Δx
(Greefrath et al., 2016, S. 147 ff.)dA = 2πr dr
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vVorstellungen zur Ableitung

(Etzold, 2008, S. 37, 45 ff.)

6 Auswertung

6.1.1 Ableitung als Anstieg der Tangente

Aufgabe T.1 Die Ableitung hängt eng mit folgendem Begriff zusammen:

A Lösungsmenge B Anstieg C Nullstelle D Flächeninhalt

%

A B

96, 4

C D

20

40

60

80

(a) Leistungskurs Kl. 12

A B

100

C D
(b) Leistungskurs Kl. 11

A B

78, 1

C D
(c) Grundkurs Kl. 11

Abbildung 6.1: Ergebnisse zu Aufgabe T.1

Die Ergebnisse zeigen in den beiden Leistungskursen ein sehr sicheres Verständnis

dafür, dass die Ableitung etwas mit dem Anstieg zu tun hat. Die im Leistungskurs

der Klasse 12 angegebenen 3,6 % der falschen Antwort entsprechen bei 28 untersuch-

ten Personen nur genau einer falschen Antwort. Auch im Grundkurs hat mit 78 % der

Schüler eine deutliche Mehrheit die richtige Antwort gewählt. Bei den Falschantwor-

ten überwiegt deutlich die Meinung, der Anstieg hänge mit dem Begriff der Nullstelle

zusammen. Dies lässt darauf deuten, dass häufig Ableitungen und Nullstellen gemein-

sam behandelt worden sind, aber dabei das inhaltliche Verständnis nicht tief genug

vermittelt worden ist.

45

6 Auswertung

Aufgabe T.3 Abbildung 5.1 (Seite 37) zeigt den Graphen einer differenzierbaren

Funktion f . Ordnen Sie die Stellen a, b, c und d nach der Größe ihrer Ableitung

von f , beginnend mit der kleinsten. Die Antwort a− b− c− d würde also bedeuten:

f ′(a) < f ′(b) < f ′(c) < f ′(d).

A d − c − b − a B a − d − c − b C b − d − c − a D c − d − b − a

%

A B C D

32, 1

20

40

60

80

(a) Leistungskurs Kl. 12

A B C D

32, 4

(b) Leistungskurs Kl. 11

A B

69, 52

C D

7, 62

(c) Grundkurs Kl. 11

Abbildung 6.3: Ergebnisse zu Aufgabe T.3

In allen drei Versuchsgruppen ist erkennbar, dass hier kein sicheres Verständnis

vorhanden ist. Bevor die drei Gruppen getrennt ausgewertet werden, möchte ich

noch mögliche
”
Begründungen“ zu den Antworten geben. Antwort A macht keinen

Sinn. Antwort B ist die Sortierung der Stellen aufsteigend nach den Funktionswer-

ten (f(a) < f(d) < f(c) < f(b). Antwort C ist die betragsmäßig richtige Antwort

(|f ′(b)| < |f ′(d)| < |f ′(c)| < |f ′(a)|) und Antwort D die eigentlich richtige Antwort.

Leistungskurs, Klasse 12: Während Antwort A kaum genannt wurde, sind die

restlichen drei Antworten gleichverteilt. Eine Deutung wäre, dass Antwort A

ausgeschlossen werden konnte und bei den restlichen geraten worden ist, was

zufällig zur Gleichverteilung führte. Andererseits könnten die oben genannten

”
Begründungen“ herangezogen worden sein, was auf Fehlverständniss deuten

würde.
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5 Schüleruntersuchung

Während die Fragen T.1 und T.2 auf rein formaler Ebene ablaufen, sollen die nächs-

ten beiden Fragen durch Graphen von Funktionen unterstützt werden. Jeweils muss

der Begriff Ableitung mit dem Begriff Anstieg in Zusammenhang gebracht werden.

Einmal handelt es sich um eine Sortieraufgabe, in welcher die Größe des Anstieges

eine Rolle spielt:

Aufgabe T.3 Abbildung 5.1 zeigt den Graphen einer differenzierbaren Funkti-

on f . Ordnen Sie die Stellen a, b, c und d nach der Größe ihrer Ableitung von

f , beginnend mit der kleinsten. Die Antwort a − b − c − d würde also bedeuten:

f ′(a) < f ′(b) < f ′(c) < f ′(d).

! d − c − b − a ! a − d − c − b ! b − d − c − a ! c − d − b − a

x

y

f

a b c d

Abbildung 5.1: Schüleruntersuchung – Graph zur Anstiegsbestimmung

Letzlich soll nochmals etwas komplexer der Zusammenhang zwischen Lage/Anstieg

der Tangente und der zugehörigen Funktion mit deren Eigenschaften ermittelt wer-

den:

Aufgabe T.4 Abbildung 5.2 zeigt den Graphen der Geraden t, welche Tangente an

einer differenzierbaren Funktion f im Punkt (2; f(2)) ist. Welche Aussage ist richtig?

! f(2) = 1
4 und f ′(2) = 2 ! f(2) = 1

4 und f ′(2) = 3
2

! f(2) = −4 und f ′(2) = 1
4 ! f(2) = 3

2 und f ′(2) = 1
4

37
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vVorstellungen zur Ableitung

(Etzold, 2008, S. 49 ff.)

6 Auswertung

%

A B C D

78, 6

20

40

60

80

(a) Leistungskurs Kl. 12

A B C D

73, 5

(b) Leistungskurs Kl. 11

A B C D

43, 8

(c) Grundkurs Kl. 11

Abbildung 6.4: Ergebnisse zu Aufgabe T.4

Zusammenfassung

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Ableitung mit dem Begriff des Anstiegs in

Verbindung gebracht wird. Aufgabe T.2 zeigt dabei auch das inhaltliche Verständnis,

dass dies dem Anstieg der Tangente am Graphen entspricht. Deutlich ist aber v. a. im

Grundkurs ein Fehlverständnis erkennbar, die Ableitung auch mit dem Funktionswert

in Verbindung zu bringen. Dennoch kann man sagen, dass die auf Seite 31 genannte

Einsicht
”
Die Ableitung von f an der Stelle a ist als Anstig der Tangente an den

Graphen von f an der Stelle a deutbar.“ dem Schüler bewusst ist.

6.1.2 Ableitung als Maß für das Änderungsverhalten einer

Funktion

Aufgabe Ä.1 Der Begriff der Ableitung einer Funktion f(x) an einer Stelle a stellt

eine Antwort auf folgende Frage dar:

A Wie groß ist die Fläche unter dem Funktionsgraphen zwischen x = 0 und x = a?

B Wie ändert sich der Funktionswert, wenn x eine kleine Abweichung von a erfährt?

C Welchen Funktionswert hat f in der Nähe von x = a?

Während bei den Leistungskursen Antwort A kaum genannt wurde, ist Antwort C

als falsche Antwort übermäßig häufig angekreuzt worden. Dagegen hat die richtige
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6 Auswertung

%

A B

53, 6

C

20

40

60

80

(a) Leistungskurs Kl. 12

A B

44, 1

C
(b) Leistungskurs Kl. 11

A B

24, 8

C

51, 4

(c) Grundkurs Kl. 11

Abbildung 6.5: Ergebnisse zu Aufgabe Ä.1

Antwort in der zwölften Klasse einen geringen Vorsprung, in der elften einen gerin-

gen Rücksprung. Die beiden Vorstellungen, die Ableitung würde also das Verhalten

bzw. den Funktionswert lokal beschreiben, scheinen nahezu gleichverteilt zu sein. Im

Grundkurs ist der überwiegende Teil der Meinung, die Ableitung würde den Funk-

tionswert lokal beschreiben. Die beiden anderen Antworten teilen sich gleichverteilt

auf. Damit ist hier das Fehlverständnis noch weiter verbreitet als im Leistungskurs.

Dass tatsächlich die Ableitung mit dem Funktionswert in Verbindung gebracht wird,

zeigte sich auch schon bei Aufgabe T.3, so dass diese Ergebnisse also nicht mehr als

zufällig zu werten sind.

Aufgabe Ä.2 Eine Funktion f hat die Eigenschaften f ′(1) = 5 und f ′(2) = 10.

Was bedeutet das?

A Der Funktionswert von f ist bei x = 2 größer als bei x = 1.

B Der Funktionswert von f ändert sich in der Nähe von x = 2 stärker als in der

Nähe von x = 1.

C Die Krümmung des Graphen von f ist bei x = 2 stärker als bei x = 1.

Diese Aufgabe erfordert dasselbe Verständnis wie Aufgabe Ä.1. Es zeigt sich aber,

dass die Ergebnisse wesentlich schlechter sind. In der zwölften Klasse zeigt sich wieder

die Tendenz, dass die Ableitung von einem Teil mit dem Funktionswert, von einem
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6 Auswertung

%

A B

39, 3

C

20

40

60

80

(a) Leistungskurs Kl. 12

A B

44, 1

C
(b) Leistungskurs Kl. 11

A B

38, 1

C
(c) Grundkurs Kl. 11

Abbildung 6.6: Ergebnisse zu Aufgabe Ä.2

anderen gleich großen Teil mit der Änderung dessen in Verbindung gebracht wird und

ein kleiner Teil eine andere falsche Vorstellung hat. Im Leistungskurs der elften Klasse

ist eine geringe Mehrheit für die richtige Antwort. Im Grundkurs ist die Mehrheit zwar

wieder für den Funktionswert; der Abstand zur Gruppe, welche aber die Änderungs

des Funktionswertes in der Ableitung sehen, ist dieses mal geringer als bei Aufgabe

Ä.1. Dies könnte vielleicht daran liegen, dass es sich hier um ein konkretes Beispiel

handelt, bei welchem die graphische Vorstellung vorhanden ist.

Zusammenhang

Da wie erwähnt bei Aufgabe Ä.1 und Ä.2 ähnliche Tendenzen zu erkennen sind

und das inhaltliche Verständnis beider Aufgaben nahezu übereinstimmt, soll hier der

entsprechend Abschnitt 5.2.3, Seite 41, diskutierte Kontingenzkoeffizient berechnet

werden. Dazu sind in Tabelle 6.1 die Kontingenztafeln dargestellt.

Die im Grundkurs zu 106 abweichende Gesamtsumme liegt daran, dass zwei Schüler

mindestens eine der Aufgaben Ä.1 bzw. Ä.2 nicht beantwortet haben und damit hier

nicht ausgewertet wurden. Für die korrigierten Kontingenzkoeffizienten entsprechend

Gleichung (5.3), Seite 43, erhält man:

Leistungskurs, Klasse 12: K∗ = 0, 284
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6 Auswertung

%

A B

53, 6

C

20
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60

80

(a) Leistungskurs Kl. 12

A B

44, 1

C
(b) Leistungskurs Kl. 11

A B

24, 8

C

51, 4

(c) Grundkurs Kl. 11

Abbildung 6.5: Ergebnisse zu Aufgabe Ä.1

Antwort in der zwölften Klasse einen geringen Vorsprung, in der elften einen gerin-

gen Rücksprung. Die beiden Vorstellungen, die Ableitung würde also das Verhalten

bzw. den Funktionswert lokal beschreiben, scheinen nahezu gleichverteilt zu sein. Im

Grundkurs ist der überwiegende Teil der Meinung, die Ableitung würde den Funk-

tionswert lokal beschreiben. Die beiden anderen Antworten teilen sich gleichverteilt

auf. Damit ist hier das Fehlverständnis noch weiter verbreitet als im Leistungskurs.

Dass tatsächlich die Ableitung mit dem Funktionswert in Verbindung gebracht wird,

zeigte sich auch schon bei Aufgabe T.3, so dass diese Ergebnisse also nicht mehr als

zufällig zu werten sind.

Aufgabe Ä.2 Eine Funktion f hat die Eigenschaften f ′(1) = 5 und f ′(2) = 10.

Was bedeutet das?

A Der Funktionswert von f ist bei x = 2 größer als bei x = 1.

B Der Funktionswert von f ändert sich in der Nähe von x = 2 stärker als in der

Nähe von x = 1.

C Die Krümmung des Graphen von f ist bei x = 2 stärker als bei x = 1.

Diese Aufgabe erfordert dasselbe Verständnis wie Aufgabe Ä.1. Es zeigt sich aber,

dass die Ergebnisse wesentlich schlechter sind. In der zwölften Klasse zeigt sich wieder

die Tendenz, dass die Ableitung von einem Teil mit dem Funktionswert, von einem
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Ableitung

(Ministerium für Bildung, Jugend und Sport des Landes Brandenburg, 2022, S. 25 ff.)

(Etzold, 2008, S. 60)

6 Auswertung

graphische Interpretation der Ableitung als Anstieg der Tangente zusammen. Dieser

Zusammenhang darf nicht einfach nur
”
vom Himmel fallen“, sondern muss sauber er-

arbeitet werden und so geschaffen sein, dass nicht verschiedene, scheinbar unabhängi-

ge Tangentendefinitionen nebeneinander existieren. All diese Einsichten sind dem

Grundverständnis der lokalen Änderungsrate zugeordnet. Das Grundverständnis der

linearen Approximation ist aus heutiger fachdidaktischer Sicht nicht so bedeutend

wie jenes der lokalen Änderungsrate und sollte daher im Unterricht eine sekundäre

(aber dennoch vorhandene) Rolle spielen.

Bei der Schülerpopulation sollten nun die Ausprägungen der Einsichten untersucht

werden, dass die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle a eine Zahl ist, das lokale

Änderungsverhalten der Funktion bei a misst und dass sie dem Anstieg der Tangente

am Graphen von f im Punkt (a; f(a)) entspricht.

Aus den Untersuchungsergebnissen ist letztlich erkennbar, dass dem Schüler die

Einsicht
”
Die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle a ist eine Zahl, welche dem

Anstieg der Tangenten an dem Graphen von f durch (a; f(a)) entspricht“ durchaus

bewusst ist und er mit diesem Verständnis arbeiten kann.

Nicht in dieser Deutlichkeit ist dem Schüler die Ableitung als Maß für das Ände-

rungsverhalten einer Funktion klar. Dagegen wird insgesamt die Fehlvorstellung deut-

lich, dass die Ableitung mit dem Funktionswert in Verbindung gebracht und damit

auch verwechselt wird. Dies ist besonders im Grundkurs der elften Klasse der Fall.

Leichte Tendenzen sind auch im Leistungskurs der elften Klasse erkennbar.

Interessant wäre hier zu untersuchen, wie stark diese Verwechslung von Ablei-

tung und Funktionswert augeprägt ist, worin die Ursache liegt, welchen Einfluss dies

auf den weiteren Analysisunterricht hat und wie dieser methodisch gestaltet werden

könnte, um solche Verwechslungen zu vermeiden.

Damit soll diese Arbeit zur Untersuchung des Ableitungsbegriffs beendet sein. Be-

danken möchte ich mich bei allem Mathematiklehrerinnen der zum Schuljahr 2006/07

elften und zwölften Klassen des Max-Klinger-Gymnasiums, ohne die diese Arbeit

nicht möglich gewesen wäre. Mein besonderer Dank gilt Frau Maria Weißbrodt so-

wie der Schulleiterin Frau Margrit Hanisch für ihre freundliche und unkomplizierte

Unterstützung bei der Organisation und Durchführung der Schüleruntersuchung.
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CAS-EinsatzCAS
Computer-Algebra-System – ermöglicht symbolische Berechnung

numerische Berechnung symbolische Berechnung

solve(x^2=5,x)

x=√5,-√5x=2.23607
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CAS-Einsatz

GeoGebra CAS

Yacas

photomath

Maple Mathematica

professionelle kommerzielle Systeme

speziell für schulische Zwecke entwickelte Systeme

professionelle freie Systeme

CAS-Taschenrechner (z. B. TI, Casio, …)

Sage
http://sagecell.sagemath.org/
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CAS-Einsatz

CAS Computer-Algebra-System

GTR

WTR

TR

DGS

Graphikfähiger Taschenrechner

Wissenschaftlicher Taschenrechner

Taschenrechner

Dynamische Geometrie-Software

Large Language Models (aka KI, z. B. ChatGPT)LLM

i. d. R. programmierbare 
Taschenrechner

TK Tabellenkalkulation

MMS
modulares Mathematiksystem
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CAS-Einsatz
Aufgabenkultur 

verändern
Bedienung 

schulen
Blackbox-

Interpretation

Befehle mit 
Lösungsverfahren in 

Bezug bringen; 

ggf. (Pseudo-) 
Algorithmen besprechen 

Fehler provozieren

solve(x^2=5,x)

x=√5,-√5

solve(x^2=5,x)

Der Befehl löst die Gleichung 
, d. h. es werden 

diejenigen Werte für  gesucht, 
für die die Gleichung eine 

wahre Aussage ergibt.

x2 = 5
x

solve(Gleichung,Variable)

identifizieren / realisieren
festigen

x = −
p
2

± ( p
2 )

2

− q

 

1 

  

Anlage zum 
 
Rahmenlehrplan  
für die gymnasiale Oberstufe 
 
Teil C 
 
Mathematik 
 
 

CAS als Prüfwerkzeug 
Gib eine quadratische Gleichung an, 
die  als eine Lösung hat.5

ursprüngliche Aufgabe 
Löse die Gleichung .x2 = 5

oHiMi-Aufgabe 
Bestimme die Lösungs-
menge von .x2 = 5

CAS-Lösung als Anlass 
Erkläre, warum das CAS zwei Lösungen 
ausgibt.
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