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Stoffdidaktik Mathematik

Kapitel 2 - (Hoch-)Schulmathematik strukturieren

e Sie erkennen den Nutzen der Hochschulmathematik bei der
Entscheidungsfindung zur Spezifizierung und Strukturierung der
Schulmathematik auf der formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatzes.

» Sie kennen geeignete Quellen zur Beantwortung der Fragen auf der
formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatz

« Sie kennen verschiedene Moglichkeiten, Mathematik zu strukturieren.

« Sie konnen beschreiben, woher die verschiedenen Strukturierungs-
moglichkeiten kommen.

Heiko Etzold, 2024



Sétze am Kreis - Welche Begriffe,

Zusammenhange und
Verfahren sollen erarbeitet

Zentri-Peripheriewinkelsatz

Der Zentriwinkel Uber der Sehne eines
Kreises ist stets doppelt so grol3 wie ein

werden?

Peripheriewinkelsatz

Peripheriewinkel auf derselben Seite Alle Peripheriewinkel auf derselben
derselben Sehne. Seite Uber derselben Sehne sind
gleich grol3.

Satz des Thales

Alle Peripheriewinkel Gber dem
Durchmesser cines Kreises haben
eine Grol3e von 20°.

und seine Umkehrung

Der Mittelpunkt der Hypothenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks ist
Mittelpunkt eines Kreises durch alle
drei Ecken des Dreiecks.
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Satze am Kreis

Zentri-Peripheriewinkelsatz

Der Zentriwinkel Uber der Sehne eines
Kreises ist stets doppelt so grol3 wie ein
Peripheriewinkel auf derselben Seite
derselben Sehne.

- Wie konnen die
Zusammenhange und
Vertahren formal
begriindet werden?

Peripheriewinkelsatz
Satz des Thales
und seine Umkehrung
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Satze am Kreis

Axiome der Elementargeometrie

v
Wechselwinkelsatz

!
Seite-Winkel-Beziehung

Basiswinkelsatz
Innenwinkelsatz

l

Zentri-Peripheriewinkelsatz
Peripheriewinkelsatz
Satz des Thales

und seine Umkehrung

- Welche Begriffe,

Zusammenhange und
Verfahren sollen erarbeitet
werden?

Wie konnen die
Zusammenhange und
Vertahren formal
begriindet werden?

Wie kann das Netzwerk
aus Begritten,
Zusammenhangen und
Verfahren logisch
strukturiert werden?

Heiko Etzold, 2024
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Satze am Kreis

Wechselwinkel

|

Basiswinkel
Innenwinkelsatz

l

Satz des Thales
und seine Umkehrung

- Welche Begriffe,

Zusammenhange und
Verfahren sollen erarbeitet
werden?

Wie konnen die
Zusammenhange und
Vertahren formal
begriindet werden?

Wie kann das Netzwerk
aus Begritten,
Zusammenhangen und
Verfahren logisch
strukturiert werden?

Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalten
sind aus fachlicher
Perspektive entscheidend,
welche weniger?
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Satze am Kreis

Wechselwinkel
V

Basiswinkel

Innenwinkelsatz

V
Satz des Thales

und seine Umkehrung

Erster Entwurf eines Lernpfades
aufgrund der stoffdidaktischen
Analyse auf der formalen Ebene

- Welche Begriffe,

Zusammenhange und
Verfahren sollen erarbeitet
werden?

Wie konnen die
Zusammenhange und
Vertahren formal
begriindet werden?

Wie kann das Netzwerk
aus Begritten,
Zusammenhangen und
Verfahren logisch
strukturiert werden?

Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalten
sind aus fachlicher
Perspektive entscheidend,
welche weniger?
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Welche Quellen helfen, diese
Fragen zu beantworten?

- fachmathematische Literatur

- Literatur uber »Schulmathematik vom

hoheren Standpunkt«

- fachdidaktische Literatur (v. a. Blicher zur

»Didaktik der ...«)
- Schulbucher

- Bildungsstandards, Ranmenlehrplan,

schulinterne Curricula

- Welche Begriffe,

Zusammenhange und
Verfahren sollen erarbeitet
werden?

Wie konnen die
Zusammenhange und
Vertahren formal
begriindet werden?

Wie kann das Netzwerk
aus Begritten,
Zusammenhangen und
Verfahren logisch
strukturiert werden?

Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalten
sind aus fachlicher
Perspektive entscheidend,
welche weniger?

Heiko Etzold, 2024

Kapitel 2 - (Hoch-)Schulmathematik strukturieren



Schulmathematik vom hoheren Standpunkt

fachliche und verstehensorientierte Durchdringung der
Schulmathematik, »ohne im vollen Umtang auf das Instrumentarium der

kanonischen [...] [Hochschulmathematik] zurickgreifen zu missen«
(Danckwerts, 2013, S. 87)

Schulmathematik —— Hochschulmathematik —— Schulmathematik

ndoppelte Diskontinuitat«
(Klein, 1967, S. 1; Erstausgabe 1908)
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Schulmathematik vom hoheren Standpunkt

WeiterfUhrende Literatur

Felix Klein

Elementarmathematik vom hoheren
Standpunkte aus Mathematik Neu Denken

(Klein, 1925, 1955, 1967) (Beutelspacher et al., 2012)

Hans Freudenthal

Mathematik als Zur doppelten Diskontinuitat in der
padagogische Aufgabe Gymnasiallehrerbildung
(Freudenthal, 1973b, 1973c, (Ableitinger et al., 2013)

auch auf Englisch: Freudenthal, 1973a)
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Mathematik strukturieren aag .

Gesellschaftliches
Wissen & Konnen

Sachgebiete Leitideen Arten mathema- Fundamentale
tischen Wissens |[deen

Perspektivwechsel vom Formalen (Fachliche Logik) zum Semantischen (insb. Bedeutung fir die mathematische Kultur) I
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Arithmetik
9+4

Algebra
2X = 8

Didaktik der

Algebra
(Weigand et al., 2022)

Leitfaden Arithmetik
(Bendlken et al., 2018)

€) Sachgebiete

Geometrie  Analysis
Didaktik der Didaktik der
Geometrie flir die Analysis

Se/(undarstufe [ (Greefrath et al., 2016)

(Weigand et al., 2018)

Stochastik

tische Geometrie

£53 T

Didaktik der
Analytischen

Didaktik der
Stochastik fir die

Sekundarstufe |
(Kriger et al., 2015)

Geometrie und

Linearen Algebra
(Henn & Filler, 2015)

Mathematikunterricht in der Sekundarstufe Il
(Tietze et al., 2000a, 2000b, 2002)

Lin. Algebra / Analy-

Heiko Etzold, 2024

Kapitel 2 - (Hoch-)Schulmathematik strukturieren

12



e Leitideen (inhaltsbezogene Kompetenzen)

wKulturhoheit der Lander« (MBJS, 2023)

(Grundgesetz, Artikel 30)

KULTUSMINISTER
KONFERENZ

- (MBJS, 2022)

Mathematik

Jahrgangsstufen 1 - 10

Rahmenlehrplan

(CC-BY-SA-3.0 TUBS, https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Locator_map_Brandenburg_in_Germany.svg)

KULTUSMI fur den Unterricht in der
NNNNNNNNN gymnasialen Oberstufe im
Land Brandenburg
Bildungsstandards
im Fach Mathematik ﬁ—*
fiir die
B Allgemeine Hochschulreife
(Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 18.10.2012)
- Mathematik
— — — —

(KMK, 2022) (KMK, 2012)
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KULTUSMINISTER
KONFERENZ

Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik
Erster Schulabschluss (ESA) und Mittlerer Schulabschluss (MSA)

(Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 15.10.2004 und vom 04.12.2003,
i.d.F. vom 23.06.2022)

Sekretariat der Standigen Konferenz der

aubenst R erlin Graurheindorfer Stralle 157
Postfach 11 03 42 - 10833 Berlin Postfach 22 40 - 53012 Bonn
2 0 Tel.: 0:

Verallgemeinern und Reflektieren

/

Zusammenhadnge herstellen

Reproduzieren

e@""”‘ "' Leitidee Daten und Zufall
{9 """ " Leitidee Raum und Form

funktionaler Zusammenhang

Leitidee GroRen und Messen

Anforderungsbereiche

X x> Qo & &
CHIE T S o1 A o & o >
& Vds ds & & S
S LD A E A NVA LD ST A ST AL &
s & ¥ ' Sf W ¥ 'z@é,@\ AT TS
¥ T TE T &F &
(O &
(KMK, 2022, S. 8)
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KULTUSMINISTER
KONFERENZ

Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik

Leitidee Zahl und
Operation

Diese Leitidee umfasst sinntragende
Vorstellungen und Darstellungen von Zahlen
und Operationen sowie die Nutzung von
Rechengesetzen und Kontrollverfahren.
Dazu gehoren die sachgerechte Nutzung
von Prozent- und Zinsrechnung ebenso wie

kombinatorische Uberlegungen und
Verfahren, denen Algorithmen zu Grunde
liegen. Die darauf bezogenen
mathematischen Sachgebiete der

Sekundarstufe | sind die Arithmetik, Algebra
und Stochastik.

Die Schiilerinnen und Schiiler

nutzen sinntragende Vorstellungen
von rationalen Zahlen, insbesondere
von naturlichen, ganzen und
gebrochenen Zahlen entsprechend
der Verwendungsnotwendigkeit,
nutzen sinntragende Vorstellungen
von reellen Zahlen (z. B.
Vollstandigkeit der Zahlengerade),
nutzen sinntragende Vorstellungen
von Operationen rationaler Zahlen
(z. B. schrittweiser, halbschriftlicher
Verfahren),

untersuchen Zahlen nach ihren
Faktoren, in einfachen Fallen ohne
digitale Mathematikwerkzeuge,
stellen  Zahlen der  Situation
angemessen dar, z.B. unter anderem
In Zehnerpotenzschreibweise,
rechnen mit naturlichen, ganzen und
rationalen Zahlen, die im taglichen
Leben vorkommen, sowohl zur
Kontrolle als auch im Kopf und
erklaren die  Bedeutung  der
Rechenoperationen,

beschreiben die Notwendigkeit von
Zahlbereichserweiterungen von N
nach Z und Q sowie von Q nach R an
Beispielen,

e Leitideen

erlautern an Beispielen die
verschiedenen Vorstellungen zum

Bruchbegriff (insbesondere Teile
eines oder mehrerer Ganzer, relative
Anteile),

nutzen Rechengesetze (z. B.
Kommutativ-, Assoziativ-,
Distributivgesetz), auch Zum

vorteilhaften Rechnen,

nutzen Uberschlagsrechnungen zur
Orientierung und zur Kontrolle,
runden Zahlen dem Sachverhalt
entsprechend sinnvall,

prufen und interpretieren Ergebnisse,
auch in Sachsituationen,

erlautern an  Beispielen den
Zusammenhang zwischen
Rechenoperationen und  deren
Umkehrungen und nutzen diese

Zusammenhange,

verwenden Prozent- und
Zinsrechnung vorstellungsbasiert
(z. B. Prozentstreifen) und
sachgerecht,

erlautern Potenzen und Wurzeln und
berechnen einfache Potenzen und
Waurzeln,

wenden insbesondere lineare und
guadratische  Funktionen  sowie
Exponentialfunktionen bel der
Beschreibung und Bearbeitung von
Problemen an,

wahlen, beschreiben und bewerten
Vorgehensweisen und Verfahren,
denen Algorithmen bzw. Kalkule zu
Grunde liegen und fuhren diese aus
(z. B. schriftiche Rechenoperationen
sowie bei Wurzeln und Potenzen),
Implementieren ein algorithmisches
Verfahren (z. B. Heron-Verfahren zur
Bestimmung von Quadratwurzeln,
Intervallschachtelung) mit digitalen
Mathematikwerkzeugen,

fuhren in konkreten Situationen
systematische Zahlprinzipien aus
(z. B. Anzahl Handeschutteln, wenn
man jeder Person die Hand gibt),
fuhren Zahlenfolgen fort, auch unter
Verwendung von Variablen als
allgemeine Zahl.

(KMK, 2022,S.151.)

Heiko Etzold, 2024
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Funktionen

Winkel

Zutallsexperimente

Sachverhalte/

Dreiecksungleichung

Teilbarkeitsregeln

/

Satz des Thales

AN

/

—_

deklaratives Wissen

Rechnen mit Bruchen

Heron-Verfahren
Kurvendiskussion

U J

prozedurales Wissen

€) Arten mathematischen Wissen

metamathem.

ST

Problemldsen

Modellieren

U J

metakognitives Wissen

(Vollrath & Roth, 2012, S. 48 ft.)

Heiko Etzold, 2024
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Kenntnisse/Fahigkeiten/Fertigkeiten liber ...

4 A
" J

- die Bezeichnung des Begriffs kennen

Begriffe

- Beispiele angeben und jeweils
begrinden konnen, weshalb es sich um
ein Beispiel handelt

- begriinden konnen, weshalb etwas
nicht unter den Begrift fallt

- charakteristische Eigenschaften des
Begrifts kennen

- Oberbegritte, Unterbegritte und
Nachbarbegriffe kennen

- mit dem Begriff beim Argumentieren
und Probleml|dsen arbeiten konnen

&

- den Sachverhalt angemessen

Sachverhalte/
Zusammenhange

/

formulieren konnen

- Beispiele tlr den Sachverhalt angeben

kdnnen

- wissen, unter welchen Voraussetzungen

der Sachverhalt gilt

- den Sachverhalt begrinden konnen

- Konsequenzen des Sachverhalts

kennen

- Anwendungen des Sachverhalts

kennen

-

Verfahren

\_

¢ wissen, was man damit erreicht

- wissen, wie es geht
- es auf Beispiele anwenden konnen

- wissen, unter welchen
Voraussetzungen es funktioniert

« wissen, warum es funktioniert

(Vollrath & Roth, 2012, S. 48 1t.)

N
J
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© Fundamentale Ideen
Beispiel: Linearitat

Sei U C R" offen, sowie f: U —» R™.

fheil3tin xy € U (total) ditterenzierbar, wenn es eine lineare
Abbildung A : R" - R" und eine ,Fehlerfunktion”

r .l

n

—

~T
R™ gibt, so dass

f(xo + h) = fxp) + A(h) + r(h)

mit lim

h—0

also eine Matrix M € R"™*"

— mMit

ROIN N

| A]] 0 Ah)y=M - htiralleh e R”

Heiko Etzold, 2024
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»Jedes Kind kann auf jeder

Entwicklungsstufe jeder Lehrgegenstand
in einer intellektuell ehrlichen Form
erfolgreich gelehrt werden.«

(Bruner, 1976,S.77)

To—1D
S
S
K/Q’“)
N

N

(Krauthausen, 2018, S. 226,
© A. Eicks)

Linearitat

fix)=m-x+n

>» X

b1 b2

a-(b1t+by)=a-bita-by fxo+h) = fxg) + M - h + r(h)

h
it Tim 2N
h—0 | Al h
gllh
2x+ 3y =11 g
—4x —3y=—-17
sin(x) ~ xfurx ~ 0

(Danckwerts, 1988)
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Linearitat

Anfang 1. Jtsd. n. Chr.
Lineare Interpolation

16. Jh.

systematische Methoden zur Losung von 1600 1700 1800 1900

linearen Gleichungssystemen

1729 &

L6sung eines Systems von drei 1715 —

Gleichungen in drei Unbekannten Taylor: »Linear perspective« ﬂ

1750

Losung regularer linearer Gleichungssysteme in zwei, drei und vier Unbekannten prop. Zuordnungen SN\
im Alltag

17./18. Jh.

(m x n)-Schreibweise als abkirzende Schreibweise fir eine lineare Substitution

1850 lineare Erzahlung
(m x n)-Schema als Matrix E
18./19. Jh.

Gaul3-Algorithmus (Tietze et. al, 2000b, S. 73 ft.; Bruckler, 2018,S. 39, 107, 119) lineares Fernsehen
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vertikal

horizontal

historisch

sinnvoll

fundamental!

Linearitat

Heiko Etzold, 2024
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https://doi.org/10.1007/978-3-662-54692-5

©) Fundamentale Ideen

vertikal ® horizontal ® historisch ® sinnvoll

» Approximierung e Rekursion « Exaktitizierung

« Optimierung * Vernetzung * Verallgemeinern
* Linearitat e Ordnen  |dealisieren

¢ Symmetrie e Strukturierung .

* |nvarianz e Formalisierung

(vgl. von der Bank, 2013, S. 103)
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Sachgebiete

- Arithmetik
- Algebra
- Geometrie
- Analysis
- Stochastik

- Lineare Algebra/
Analytische Geometrie

Mathematik strukturieren

Leitideen Arten mathema-
tischen Wissens

- Zahl und Operation - Begrifte

- GrélBen und Messen - Sachverhalte/

-~ Raum und Form Zusammenhange

- Strukturen und - Vertahren
funktionaler - metamathematisches
Zusammenhang Wissen

- Daten und Zufall

Fundamentale

Ideen

Approximierung
Optimierung
Linearitat
Symmetrie
Invarianz
Rekursion
Vernetzung
Ordnen
Strukturierung
Formalisierung
Exaktifizierung
Verallgemeinern
|dealisieren

Heiko Etzold, 2024
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