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Kapitel 2 – (Hoch-)Schulmathematik strukturieren



• Sie erkennen den Nutzen der Hochschulmathematik bei der 
Entscheidungsfindung zur Spezifizierung und Strukturierung der 
Schulmathematik auf der formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatzes. 

• Sie kennen geeignete Quellen zur Beantwortung der Fragen auf der 
formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatz  

• Sie kennen verschiedene Möglichkeiten, Mathematik zu strukturieren. 

• Sie können beschreiben, woher die verschiedenen Strukturierungs-
möglichkeiten kommen.
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- Welche Begriffe, 
Zusammenhänge und 
Verfahren sollen erarbeitet 
werden?  

- Wie können die 
Zusammenhänge und 
Verfahren formal 
begründet werden? 

- Wie kann das Netzwerk 
aus Begriffen, 
Zusammenhängen und 
Verfahren logisch 
strukturiert werden?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalten 
sind aus fachlicher 
Perspektive entscheidend, 
welche weniger?

Sätze am Kreis
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Zentri-Peripheriewinkelsatz
Der Zentriwinkel über der Sehne eines 
Kreises ist stets doppelt so groß wie ein 
Peripheriewinkel auf derselben Seite 
derselben Sehne.

Alle Peripheriewinkel auf derselben 
Seite über derselben Sehne sind 
gleich groß.

Alle Peripheriewinkel über dem 
Durchmesser eines Kreises haben 
eine Größe von 90°.

Der Mittelpunkt der Hypothenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
Mittelpunkt eines Kreises durch alle 
drei Ecken des Dreiecks.

Peripheriewinkelsatz

Satz des Thales

und seine Umkehrung
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Zentri-Peripheriewinkelsatz

Peripheriewinkelsatz 
Satz des Thales 
und seine Umkehrung

Der Zentriwinkel über der Sehne eines 
Kreises ist stets doppelt so groß wie ein 
Peripheriewinkel auf derselben Seite 
derselben Sehne.

- Welche Begriffe, 
Zusammenhänge und 
Verfahren sollen erarbeitet 
werden?  

- Wie können die 
Zusammenhänge und 
Verfahren formal 
begründet werden? 

- Wie kann das Netzwerk 
aus Begriffen, 
Zusammenhängen und 
Verfahren logisch 
strukturiert werden?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalten 
sind aus fachlicher 
Perspektive entscheidend, 
welche weniger?

Sätze am Kreis
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Wechselwinkelsatz

Seite-Winkel-Beziehung 
Basiswinkelsatz 
Innenwinkelsatz

Zentri-Peripheriewinkelsatz 
Peripheriewinkelsatz 
Satz des Thales 
und seine Umkehrung

Axiome der Elementargeometrie

- Welche Begriffe, 
Zusammenhänge und 
Verfahren sollen erarbeitet 
werden?  

- Wie können die 
Zusammenhänge und 
Verfahren formal 
begründet werden? 

- Wie kann das Netzwerk 
aus Begriffen, 
Zusammenhängen und 
Verfahren logisch 
strukturiert werden?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalten 
sind aus fachlicher 
Perspektive entscheidend, 
welche weniger?

Sätze am Kreis
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Wechselwinkelsatz

Seite-Winkel-Beziehung 
Basiswinkelsatz 
Innenwinkelsatz

Zentri-Peripheriewinkelsatz 
Peripheriewinkelsatz 
Satz des Thales 
und seine Umkehrung

Axiome der Elementargeometrie empirische Erarbeitung

- Welche Begriffe, 
Zusammenhänge und 
Verfahren sollen erarbeitet 
werden?  

- Wie können die 
Zusammenhänge und 
Verfahren formal 
begründet werden? 

- Wie kann das Netzwerk 
aus Begriffen, 
Zusammenhängen und 
Verfahren logisch 
strukturiert werden?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalten 
sind aus fachlicher 
Perspektive entscheidend, 
welche weniger?

Sätze am Kreis
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Wechselwinkelsatz

Basiswinkelsatz 
Innenwinkelsatz

Satz des Thales 
und seine Umkehrung

Erster Entwurf eines Lernpfades 
aufgrund der stoffdidaktischen 
Analyse auf der  formalen Ebene

- Welche Begriffe, 
Zusammenhänge und 
Verfahren sollen erarbeitet 
werden?  

- Wie können die 
Zusammenhänge und 
Verfahren formal 
begründet werden? 

- Wie kann das Netzwerk 
aus Begriffen, 
Zusammenhängen und 
Verfahren logisch 
strukturiert werden?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalten 
sind aus fachlicher 
Perspektive entscheidend, 
welche weniger?

Sätze am Kreis
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Welche Quellen helfen, diese 
Fragen zu beantworten?
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- fachmathematische Literatur 

- Literatur über »Schulmathematik vom  
höheren Standpunkt« 

- fachdidaktische Literatur (v. a. Bücher zur  
»Didaktik der …«) 

- Schulbücher 

- Bildungsstandards, Rahmenlehrplan,  
schulinterne Curricula

- Welche Begriffe, 
Zusammenhänge und 
Verfahren sollen erarbeitet 
werden?  

- Wie können die 
Zusammenhänge und 
Verfahren formal 
begründet werden? 

- Wie kann das Netzwerk 
aus Begriffen, 
Zusammenhängen und 
Verfahren logisch 
strukturiert werden?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalten 
sind aus fachlicher 
Perspektive entscheidend, 
welche weniger?
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Schulmathematik vom höheren Standpunkt

Schulmathematik Hochschulmathematik Schulmathematik

»doppelte Diskontinuität«
(Klein, 1967, S. 1; Erstausgabe 1908)

fachliche und verstehensorientierte Durchdringung der 
Schulmathematik, »ohne im vollen Umfang auf das Instrumentarium der 

kanonischen […] [Hochschulmathematik] zurückgreifen zu müssen«
(Danckwerts, 2013, S. 87)
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Schulmathematik vom höheren Standpunkt
Weiterführende Literatur

Felix Klein  
Elementarmathematik vom höheren 
Standpunkte aus

Hans Freudenthal 
Mathematik als 
pädagogische Aufgabe

(Klein, 1925, 1955, 1967)

(Freudenthal, 1973b, 1973c, 
auch auf Englisch: Freudenthal, 1973a)

(Beutelspacher et al., 2012)

(Ableitinger et al., 2013)

Mathematik Neu Denken

Zur doppelten Diskontinuität in der 
Gymnasiallehrerbildung
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Kenntnisse, 
Fähigkeiten &  
Fertigkeiten

Aneignung

Lerntätigkeit als

gesellschaftlichen Wissen  
& Könnens Gesellschaftliches  

Wissen & Können

mMathematik strukturieren

21

Sachgebiete

43

Fundamentale  
Ideen

Leitideen Arten mathema- 
tischen Wissens

Perspektivwechsel vom Formalen (Fachliche Logik) zum Semantischen (insb. Bedeutung für die mathematische Kultur) 
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Sachgebiete

(Benölken et al., 2018)

(Weigand et al., 2022)

(Weigand et al., 2018)

(Greefrath et al., 2016)

(Krüger et al., 2015)

(Henn & Filler, 2015)

1

(Tietze et al., 2000a, 2000b, 2002)

Arithmetik Algebra Geometrie Analysis Stochastik Lin. Algebra / Analy-
tische Geometrie

9 + 4 2x = 8

Leitfaden Arithmetik Didaktik der 
Algebra

Didaktik der 
Geometrie für die 
Sekundarstufe I

Didaktik der 
Analysis

Didaktik der 
Stochastik für die 
Sekundarstufe I

Didaktik der 
Analytischen 
Geometrie und 
Linearen Algebra

Mathematikunterricht in der Sekundarstufe II
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Leitideen2 (inhaltsbezogene Kompetenzen)

Bildungsstandards  

im Fach Mathematik 

für die 

Allgemeine Hochschulreife

(Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 18.10.2012)

 

 
 

 
Sekretariat der Ständigen Konferenz der Kultusminister der Länder in der Bundesrepublik Deutschland 

 
Taubenstraße 10 · 10117 Berlin 
Postfach 11 03 42 · 10833 Berlin 
Tel.: 030 25418-499 
 

 
Graurheindorfer Straße 157 · 53117 Bonn 
Postfach 22 40 · 53012 Bonn 
Tel.: 0228 501-0 

 

  

 
 
 

 

 

 

Bildungsstandards für das Fach Mathematik 
Erster Schulabschluss (ESA) und Mittlerer Schulabschluss (MSA) 

 

(Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 15.10.2004 und vom 04.12.2003, 
i.d.F. vom 23.06.2022) 
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(Grundgesetz, Artikel 30)

 

1 

  Ministerium für Bildung,  
Jugend und Sport 
Land Brandenburg 
 

Rahmenlehrplan 
 
für den Unterricht in der 
gymnasialen Oberstufe im 
Land Brandenburg 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
Mathematik 
 
 

Teil C 

Mathematik

Jahrgangsstufen 1 – 10 

M
at

he
m

at
ik(MBJS, 2023)

(MBJS, 2022)
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Sekretariat der Ständigen Konferenz der Kultusminister der Länder in der Bundesrepublik Deutschland 

 
Taubenstraße 10 · 10117 Berlin 
Postfach 11 03 42 · 10833 Berlin 
Tel.: 030 25418-499 
 

 
Graurheindorfer Straße 157 · 53117 Bonn 
Postfach 22 40 · 53012 Bonn 
Tel.: 0228 501-0 

 

  

 
 
 

 

 

 

Bildungsstandards für das Fach Mathematik 
Erster Schulabschluss (ESA) und Mittlerer Schulabschluss (MSA) 

 

(Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 15.10.2004 und vom 04.12.2003, 
i.d.F. vom 23.06.2022) 
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erwerbenden Kompetenzen an die Grundschule auch durch die Bezeichnungen in den 
Bildungsstandards deutlich wird. Der Mathematikunterricht baut auf den in der Primarstufe 
erworbenen Kompetenzen spiralförmig auf. 

 

Abbildung 1: Kompetenzmodell der Bildungsstandards im Fach Mathematik für den Ersten 
Schulabschluss und den Mittleren Schulabschluss 

Für den Erwerb der Kompetenzen ist im Unterricht auf eine Vernetzung der Inhalte der 
Mathematik untereinander ebenso zu achten wie auf eine Vernetzung mit anderen Fächern. 
Aufgaben mit Anwendungen aus der Lebenswelt haben die gleiche Wichtigkeit und Wertigkeit 
wie innermathematische Aufgaben. 

Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen wird durch den sinnvollen und dem Primat des 
Pädagogischen folgenden Einsatz digitaler Mathematikwerkzeuge und weiterer digitaler 
Medien unterstützt. So bietet sich beispielsweise an,  

• sie beim Entdecken mathematischer Zusammenhänge, für die Reduktion schematischer 
Abläufe und die Verarbeitung auch größerer Datenmengen sowie  

• beim selbstgesteuerten Lernen und Anwenden zu nutzen. 
Zu den digitalen Mathematikwerkzeugen gehören unter anderem wissenschaftliche 
Taschenrechner, Geometriesoftware, Tabellenkalkulation, Stochastiktools und 
Computeralgebrasysteme. Zu den mathematikspezifischen digitalen Medien gehören unter 
anderem Apps zur Lernstandsbestimmung, Erklärvideos und Programme zum Üben.  

 

(KMK, 2022, S. 8)
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Sekretariat der Ständigen Konferenz der Kultusminister der Länder in der Bundesrepublik Deutschland 

 
Taubenstraße 10 · 10117 Berlin 
Postfach 11 03 42 · 10833 Berlin 
Tel.: 030 25418-499 
 

 
Graurheindorfer Straße 157 · 53117 Bonn 
Postfach 22 40 · 53012 Bonn 
Tel.: 0228 501-0 

 

  

 
 
 

 

 

 

Bildungsstandards für das Fach Mathematik 
Erster Schulabschluss (ESA) und Mittlerer Schulabschluss (MSA) 

 

(Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 15.10.2004 und vom 04.12.2003, 
i.d.F. vom 23.06.2022) 

  

(KMK, 2022, S. 15 f.)

Leitidee Zahl und 
Operation
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4. Inhaltsbezogene Kompetenzen  

Bei den folgenden inhaltsbezogenen Kompetenzen ist grundsätzlich daran gedacht, dass 
diese mit und ohne Medien erreicht werden sollen. Abweichungen davon werden explizit an 
den entsprechenden Stellen erwähnt. 

 

Leitidee Zahl und Operation 
Erster Schulabschluss Mittlerer Schulabschluss 
 
Diese Leitidee umfasst sinntragende 
Vorstellungen und Darstellungen von Zahlen 
und Operationen sowie die Nutzung von 
Rechengesetzen und Kontrollverfahren. 
Dazu gehört zum Beispiel die sachgerechte 
Nutzung von Prozent- und Zinsrechnung. 
Die darauf bezogenen mathematischen 
Sachgebiete der Sekundarstufe I sind die 
Arithmetik und Algebra. 

 
Diese Leitidee umfasst sinntragende 
Vorstellungen und Darstellungen von Zahlen 
und Operationen sowie die Nutzung von 
Rechengesetzen und Kontrollverfahren. 
Dazu gehören die sachgerechte Nutzung 
von Prozent- und Zinsrechnung ebenso wie 
kombinatorische Überlegungen und 
Verfahren, denen Algorithmen zu Grunde 
liegen. Die darauf bezogenen 
mathematischen Sachgebiete der 
Sekundarstufe I sind die Arithmetik, Algebra 
und Stochastik. 
 

Die Schülerinnen und Schüler Die Schülerinnen und Schüler 
• nutzen sinntragende Vorstellungen 

von rationalen Zahlen, insbesondere 
von natürlichen, ganzen und 
gebrochenen Zahlen entsprechend 
der Verwendungsnotwendigkeit, 

• nutzen sinntragende Vorstellungen 
von rationalen Zahlen, insbesondere 
von natürlichen, ganzen und 
gebrochenen Zahlen entsprechend 
der Verwendungsnotwendigkeit, 

 • nutzen sinntragende Vorstellungen 
von reellen Zahlen (z. B. 
Vollständigkeit der Zahlengerade), 

• nutzen sinntragende Vorstellungen 
von Operationen rationaler Zahlen 
(z. B. schrittweiser, halbschriftlicher 
Verfahren), 

• untersuchen Zahlen nach ihren 
Faktoren, in einfachen Fällen ohne 
digitale Mathematikwerkzeuge, 

• nutzen sinntragende Vorstellungen 
von Operationen rationaler Zahlen 
(z. B. schrittweiser, halbschriftlicher 
Verfahren), 

• untersuchen Zahlen nach ihren 
Faktoren, in einfachen Fällen ohne 
digitale Mathematikwerkzeuge, 

• stellen Zahlen der Situation 
angemessen dar, z.B. unter anderem 
in Zehnerpotenzschreibweise, 

• stellen Zahlen der Situation 
angemessen dar, z.B. unter anderem 
in Zehnerpotenzschreibweise, 

• rechnen mit natürlichen, ganzen und 
rationalen Zahlen, die im täglichen 
Leben vorkommen, sowohl zur 
Kontrolle als auch im Kopf und 
erklären die Bedeutung der 
Rechenoperationen, 

• rechnen mit natürlichen, ganzen und 
rationalen Zahlen, die im täglichen 
Leben vorkommen, sowohl zur 
Kontrolle als auch im Kopf und 
erklären die Bedeutung der 
Rechenoperationen, 

• beschreiben die Notwendigkeit von 
Zahlbereichserweiterungen von ℕ 
nach ℤ und ℚ an Beispielen, 

 

• beschreiben die Notwendigkeit von 
Zahlbereichserweiterungen von ℕ 
nach ℤ und ℚ sowie von ℚ nach ℝ an 
Beispielen, 
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• erläutern an Beispielen die 
verschiedenen Vorstellungen zum 
Bruchbegriff (insbesondere Teile 
eines oder mehrerer Ganzer, relative 
Anteile), 

• erläutern an Beispielen die 
verschiedenen Vorstellungen zum 
Bruchbegriff (insbesondere Teile 
eines oder mehrerer Ganzer, relative 
Anteile), 

• nutzen Rechengesetze (z. B. 
Kommutativ-, Assoziativ-, 
Distributivgesetz), auch zum 
vorteilhaften Rechnen, 

• nutzen Rechengesetze (z. B. 
Kommutativ-, Assoziativ-, 
Distributivgesetz), auch zum 
vorteilhaften Rechnen, 

• nutzen Überschlagsrechnungen zur 
Orientierung und zur Kontrolle, 

• nutzen Überschlagsrechnungen zur 
Orientierung und zur Kontrolle, 

• runden Zahlen dem Sachverhalt 
entsprechend sinnvoll, 

• runden Zahlen dem Sachverhalt 
entsprechend sinnvoll, 

• prüfen und interpretieren Ergebnisse, 
auch in Sachsituationen, 

• prüfen und interpretieren Ergebnisse, 
auch in Sachsituationen, 

• erläutern an Beispielen den 
Zusammenhang zwischen 
Rechenoperationen und deren 
Umkehrungen und nutzen diese 
Zusammenhänge, 

• erläutern an Beispielen den 
Zusammenhang zwischen 
Rechenoperationen und deren 
Umkehrungen und nutzen diese 
Zusammenhänge, 

• verwenden Prozent- und 
Zinsrechnung vorstellungsbasiert 
(z. B. Prozentstreifen) und 
sachgerecht, 

• verwenden Prozent- und 
Zinsrechnung vorstellungsbasiert 
(z. B. Prozentstreifen) und 
sachgerecht, 

• erläutern Potenzen und Wurzeln und 
berechnen einfache Potenzen und 
Wurzeln (Quadrat- und 
Kubikwurzeln), 

• erläutern Potenzen und Wurzeln und 
berechnen einfache Potenzen und 
Wurzeln, 

 • wenden insbesondere lineare und 
quadratische Funktionen sowie 
Exponentialfunktionen bei der 
Beschreibung und Bearbeitung von 
Problemen an, 

• wählen und beschreiben 
Vorgehensweisen und Verfahren, 
denen Algorithmen bzw. Kalküle zu 
Grunde liegen und führen diese aus 
(z. B. schriftliche Rechen-
operationen). 

• wählen, beschreiben und bewerten 
Vorgehensweisen und Verfahren, 
denen Algorithmen bzw. Kalküle zu 
Grunde liegen und führen diese aus 
(z. B. schriftliche Rechenoperationen  
sowie bei Wurzeln und Potenzen), 

 • implementieren ein algorithmisches 
Verfahren (z. B. Heron-Verfahren zur 
Bestimmung von Quadratwurzeln, 
Intervallschachtelung) mit digitalen 
Mathematikwerkzeugen, 

 • führen in konkreten Situationen 
systematische Zählprinzipien aus 
(z. B. Anzahl Händeschütteln, wenn 
man jeder Person die Hand gibt), 

 • führen Zahlenfolgen fort, auch unter 
Verwendung von Variablen als 
allgemeine Zahl. 
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4. Inhaltsbezogene Kompetenzen  

Bei den folgenden inhaltsbezogenen Kompetenzen ist grundsätzlich daran gedacht, dass 
diese mit und ohne Medien erreicht werden sollen. Abweichungen davon werden explizit an 
den entsprechenden Stellen erwähnt. 

 

Leitidee Zahl und Operation 
Erster Schulabschluss Mittlerer Schulabschluss 
 
Diese Leitidee umfasst sinntragende 
Vorstellungen und Darstellungen von Zahlen 
und Operationen sowie die Nutzung von 
Rechengesetzen und Kontrollverfahren. 
Dazu gehört zum Beispiel die sachgerechte 
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in Zehnerpotenzschreibweise, 

• stellen Zahlen der Situation 
angemessen dar, z.B. unter anderem 
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verschiedenen Vorstellungen zum 
Bruchbegriff (insbesondere Teile 
eines oder mehrerer Ganzer, relative 
Anteile), 

• erläutern an Beispielen die 
verschiedenen Vorstellungen zum 
Bruchbegriff (insbesondere Teile 
eines oder mehrerer Ganzer, relative 
Anteile), 

• nutzen Rechengesetze (z. B. 
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Distributivgesetz), auch zum 
vorteilhaften Rechnen, 
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Distributivgesetz), auch zum 
vorteilhaften Rechnen, 

• nutzen Überschlagsrechnungen zur 
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• nutzen Überschlagsrechnungen zur 
Orientierung und zur Kontrolle, 

• runden Zahlen dem Sachverhalt 
entsprechend sinnvoll, 

• runden Zahlen dem Sachverhalt 
entsprechend sinnvoll, 

• prüfen und interpretieren Ergebnisse, 
auch in Sachsituationen, 

• prüfen und interpretieren Ergebnisse, 
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• erläutern an Beispielen den 
Zusammenhang zwischen 
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Umkehrungen und nutzen diese 
Zusammenhänge, 

• erläutern an Beispielen den 
Zusammenhang zwischen 
Rechenoperationen und deren 
Umkehrungen und nutzen diese 
Zusammenhänge, 

• verwenden Prozent- und 
Zinsrechnung vorstellungsbasiert 
(z. B. Prozentstreifen) und 
sachgerecht, 

• verwenden Prozent- und 
Zinsrechnung vorstellungsbasiert 
(z. B. Prozentstreifen) und 
sachgerecht, 

• erläutern Potenzen und Wurzeln und 
berechnen einfache Potenzen und 
Wurzeln (Quadrat- und 
Kubikwurzeln), 

• erläutern Potenzen und Wurzeln und 
berechnen einfache Potenzen und 
Wurzeln, 

 • wenden insbesondere lineare und 
quadratische Funktionen sowie 
Exponentialfunktionen bei der 
Beschreibung und Bearbeitung von 
Problemen an, 

• wählen und beschreiben 
Vorgehensweisen und Verfahren, 
denen Algorithmen bzw. Kalküle zu 
Grunde liegen und führen diese aus 
(z. B. schriftliche Rechen-
operationen). 

• wählen, beschreiben und bewerten 
Vorgehensweisen und Verfahren, 
denen Algorithmen bzw. Kalküle zu 
Grunde liegen und führen diese aus 
(z. B. schriftliche Rechenoperationen  
sowie bei Wurzeln und Potenzen), 

 • implementieren ein algorithmisches 
Verfahren (z. B. Heron-Verfahren zur 
Bestimmung von Quadratwurzeln, 
Intervallschachtelung) mit digitalen 
Mathematikwerkzeugen, 

 • führen in konkreten Situationen 
systematische Zählprinzipien aus 
(z. B. Anzahl Händeschütteln, wenn 
man jeder Person die Hand gibt), 

 • führen Zahlenfolgen fort, auch unter 
Verwendung von Variablen als 
allgemeine Zahl. 

Leitideen2
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Begriffe
Sachverhalte/ 

Zusammenhänge Verfahren

Satz des Thales

Rechnen mit Brüchen

Zufallsexperimente

Funktionen

metamathem. 
Wissen

deklaratives Wissen
prozedurales Wissen metakognitives Wissen

Problemlösen

Modellieren

Teilbarkeitsregeln

Winkel

Heron-Verfahren

Kurvendiskussion

Dreiecksungleichung

Arten mathematischen Wissen3

(Vollrath & Roth, 2012, S. 48 ff.)
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Begriffe Sachverhalte/ 
Zusammenhänge Verfahren

(Vollrath & Roth, 2012, S. 48 ff.)

• die Bezeichnung des Begriffs kennen 
• Beispiele angeben und jeweils 

begründen können, weshalb es sich um 
ein Beispiel handelt 

• begründen können, weshalb etwas 
nicht unter den Begriff fällt 

• charakteristische Eigenschaften des 
Begriffs kennen 

• Oberbegriffe, Unterbegriffe und 
Nachbarbegriffe kennen 

• mit dem Begriff beim Argumentieren 
und Problemlösen arbeiten können

Kenntnisse/Fähigkeiten/Fertigkeiten über …

• den Sachverhalt angemessen 
formulieren können 

• Beispiele für den Sachverhalt angeben 
können 

• wissen, unter welchen Voraussetzungen 
der Sachverhalt gilt 

• den Sachverhalt begründen können 
• Konsequenzen des Sachverhalts 

kennen 
• Anwendungen des Sachverhalts 

kennen

• wissen, was man damit erreicht 
• wissen, wie es geht 
• es auf Beispiele anwenden können 
• wissen, unter welchen 

Voraussetzungen es funktioniert 
• wissen, warum es funktioniert

Heiko Etzold, 2024 Kapitel 2 – (Hoch-)Schulmathematik strukturieren
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mit 
 für alle A(h) = M ⋅ h h ∈ ℝn

Sei  offen, sowie . 

 heißt in  (total) differenzierbar, wenn es eine lineare 
Abbildung  und eine „Fehlerfunktion“ 

 gibt, so dass 

  

mit .

U ⊆ ℝn f : U → ℝm

f x0 ∈ U
A : ℝn → ℝm

r : ℝn → ℝm

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + r(h)

lim
h→0

∥r(h)∥
∥h∥

= 0

also eine Matrix  M ∈ ℝm×n

Fundamentale Ideen4

Beispiel: Linearität

Heiko Etzold, 2024 Kapitel 2 – (Hoch-)Schulmathematik strukturieren
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226 3 Grundideen des Mathematiklernens

Abb. 3.15 Das Spiralprinzip.
(Illustration © A. Eicks)

Die fundamentalen Ideen sollen also gemäß Bruner bereits im Anfangsunterricht kind-
gerecht, aber intellektuell redlich grundgelegt werden und dann auf den weiteren Stufen
des Lernprozesses, also in späteren Jahrgangsstufen erneut aufgegriffen und dabei struk-
turell angereichert werden22. Die damit mögliche Kontinuität und Entwicklungsfähigkeit
in der Auseinandersetzung der Lernenden mit den Lerngegenständen symbolisiert die
Abb. 3.15:

Die durch senkrechte Linien angedeuteten fundamentalen Ideen werden an verschie-
denen Stellen immer wieder aufgegriffen, und zwar a) auf einem höheren Niveau (die
Schraubenlinie windet sich nach oben) und b) in strukturell angereicherter Form (dieWin-
dungen reichen weiter, sie umfassen und integrieren zunehmend mehr Konzepte, Ideen,
Fertigkeiten, Fähigkeiten, Erkenntnisse u. Ä.; s. o. das Beispiel im Abschnitt ›Fundamen-
tale Ideen‹). »Mit dem Fortschreiten auf der ›Spirale‹ werden anfangs intuitive, ganzheitli-
che, undifferenzierte Vorstellungen zunehmend von formaleren, deutlicher strukturierten,
analytisch durchdrungenen Kenntnissen überlagert« (Müller und Wittmann 1984, S. 159).

Zone der nächsten Entwicklung Dieses Prinzip geht zurück auf den russischen Psycho-
logen Wygotsky. »Jedes beliebige Entwicklungsniveau ist durch zwei Entwicklungszonen
gekennzeichnet – eine Zone der aktuellen Leistung und eine Zone der nächsten Entwick-
lung. Während die erste durch all das bestimmt wird, was ein Heranwachsender zu einem
bestimmten Zeitpunkt selbstständig bewältigen kann, umfasst die zweite Zone jene Leis-
tungen, die aufgrund der bisherigen Entwicklung und Aneignung möglich geworden sind,
aber noch nicht selbstständig realisiert werden können« (Lompscher 1997, S. 47). Dieses

22 Vgl. auch das Stabilitätsprinzip bei Wittmann (1981, S. 79).

(Krauthausen, 2018, S. 226, 
© A. Eicks)

»Jedes Kind kann auf jeder 
Entwicklungsstufe jeder Lehrgegenstand 
in einer intellektuell ehrlichen Form 
erfolgreich gelehrt werden.« 

(Bruner, 1976, S. 77)
  

mit 

f(x0 + h) = f(x0) + M ⋅ h + r(h)

lim
h→0

∥r(h)∥
∥h∥

= 0

y c⋅y
x

c⋅x

g

h

g||h

a

b1 b2

a ⋅ (b1 + b2) = a ⋅ b1 + a ⋅ b2

x

y

f(x) = m ⋅ x + n

 
2x + 3y = 11

−4x − 3y = − 7

 für sin(x) ≈ x x ≈ 0

(Danckwerts, 1988)

Linearität
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1729 
Lösung eines Systems von drei 
Gleichungen in drei Unbekannten 

1750 
Lösung regulärer linearer Gleichungssysteme in zwei, drei und vier Unbekannten 

18./19. Jh.  
Gauß-Algorithmus 

17./18. Jh. 
(m x n)-Schreibweise als abkürzende Schreibweise für eine lineare Substitution 

1850 
(m x n)-Schema als Matrix

16. Jh.  

systematische Methoden zur Lösung von 
linearen Gleichungssystemen

Anfang 1. Jtsd. n. Chr.  
Lineare Interpolation

1715  
Taylor: »Linear perspective«

lineares Fernsehen

lineare Erzählung

prop. Zuordnungen 
im Alltag

1600 1700 1800 1900

(Tietze et. al, 2000b, S. 73 ff.; Brückler, 2018, S. 39, 107, 119)

Linearität
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horizontal

vertikal Krauthausen, 2018, S. 226 
© A. Eicks

 2x + 3y = 11
−4x − 3y = − 7  für sin(x) ≈ x x ≈ 0

historisch

sinnvoll

fundamental!

Anfang 1. Jtsd. n. Chr.  
Lineare Interpolation

1715  
Taylor: »Linear perspective«

18./19. Jh.  
Gauß-Algorithmus 

1600 1700 1800 1900

Linearität
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Fundamentale Ideen4

(vgl. von der Bank, 2013, S. 103)

• Approximierung 

• Optimierung 

• Linearität 

• Symmetrie 

• Invarianz 

• Rekursion 

• Vernetzung 

• Ordnen 

• Strukturierung 

• Formalisierung 

• Exaktifizierung 

• Verallgemeinern 

• Idealisieren 

• …

vertikal • horizontal • historisch • sinnvoll
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Sachgebiete Fundamentale  
Ideen

Leitideen Arten mathema- 
tischen Wissens

Mathematik strukturieren

- Arithmetik  
- Algebra 
- Geometrie 
- Analysis 
- Stochastik 
- Lineare Algebra/

Analytische Geometrie

- Approximierung 
- Optimierung 
- Linearität 
- Symmetrie 
- Invarianz 
- Rekursion 
- Vernetzung 
- Ordnen 
- Strukturierung 
- Formalisierung 
- Exaktifizierung 
- Verallgemeinern 
- Idealisieren 
- …

- Zahl und Operation 
- Größen und Messen 
- Raum und Form 
- Strukturen und 

funktionaler 
Zusammenhang 

- Daten und Zufall

- Begriffe 
- Sachverhalte/

Zusammenhänge 
- Verfahren 
- metamathematisches 

Wissen

Heiko Etzold, 2024 Kapitel 2 – (Hoch-)Schulmathematik strukturieren
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