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Stoffdidaktik Mathematik
Kapitel 2 – (Hoch-)Schulmathematik

• Sie erkennen den Nutzen der Hochschulmathematik bei der 
Entscheidungsfindung zur Spezifizierung und Strukturierung der 
Schulmathematik auf der formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatzes. 

• Sie kennen geeignete Quellen zur Beantwortung der Fragen auf der 
formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatz
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Wie?Was?Stoffdidaktische Analyse als Spezifizieren & Strukturieren von Lerngegenständen

(Hußmann & Prediger, 2016)

F

- Welche Begriffe und Sätze sollen 
erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen erarbeitet 
werden und wie werden sie formal 
begründet?

- Wie lassen sich die Begriffe, Sätze, 
Begründungen und Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen zwischen den 
Fachinhalte sind entscheidend, 
welche weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk aus Begriffen, 
Sätzen, Begründungen und Verfahren 
entwickelt werden?

Spezifizieren Strukturieren

formale Ebene
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- Welche Begriffe und Sätze 
sollen erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen 
erarbeitet werden und wie 
werden sie formal 
begründet? 

- Wie lassen sich die Begriffe, 
Sätze, Begründungen und 
Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalte 
sind entscheidend, welche 
weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk  
aus Begriffen, Sätzen, 
Begründungen und 
Verfahren entwickelt 
werden?

Sätze am Kreis
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Zentri-Peripheriewinkelsatz
Der Zentriwinkel über der Sehne eines 
Kreises ist stets doppelt so groß wie ein 
Peripheriewinkel auf derselben Seite 
derselben Sehne.

Alle Peripheriewinkel auf derselben 
Seite über derselben Sehne sind 
gleich groß.

Alle Peripheriewinkel über dem 
Durchmesser eines Kreises haben 
eine Größe von 90°.

Der Mittelpunkt der Hypothenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks ist 
Mittelpunkt eines Kreises durch alle 
drei Ecken des Dreiecks.

Peripheriewinkelsatz

Satz des Thales

und seine Umkehrung
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Wechselwinkelsatz

Seite-Winkel-Beziehung 
Basiswinkelsatz 
Innenwinkelsatz

Zentri-Peripheriewinkelsatz 
Peripheriewinkelsatz 
Satz des Thales 
und seine Umkehrung

Axiome der Elementargeometrie

- Welche Begriffe und Sätze 
sollen erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen 
erarbeitet werden und wie 
werden sie formal 
begründet? 

- Wie lassen sich die Begriffe, 
Sätze, Begründungen und 
Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalte 
sind entscheidend, welche 
weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk  
aus Begriffen, Sätzen, 
Begründungen und 
Verfahren entwickelt 
werden?

Sätze am Kreis

Kapitel 2 – (Hoch-)Schulmathematik



Heiko Etzold, 2023 6

Wechselwinkelsatz

Seite-Winkel-Beziehung 
Basiswinkelsatz 
Innenwinkelsatz

Zentri-Peripheriewinkelsatz 
Peripheriewinkelsatz 
Satz des Thales 
und seine Umkehrung

Axiome der Elementargeometrie empirische Erarbeitung

- Welche Begriffe und Sätze 
sollen erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen 
erarbeitet werden und wie 
werden sie formal 
begründet? 

- Wie lassen sich die Begriffe, 
Sätze, Begründungen und 
Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalte 
sind entscheidend, welche 
weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk  
aus Begriffen, Sätzen, 
Begründungen und 
Verfahren entwickelt 
werden?

Sätze am Kreis
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Wechselwinkelsatz

Basiswinkelsatz 
Innenwinkelsatz

Satz des Thales 
und seine Umkehrung

Erster Entwurf eines Lernpfades 
aufgrund der stoffdidaktischen 
Analyse auf der  formalen Ebene

- Welche Begriffe und Sätze 
sollen erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen 
erarbeitet werden und wie 
werden sie formal 
begründet? 

- Wie lassen sich die Begriffe, 
Sätze, Begründungen und 
Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalte 
sind entscheidend, welche 
weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk  
aus Begriffen, Sätzen, 
Begründungen und 
Verfahren entwickelt 
werden?

Sätze am Kreis
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Welche Quellen helfen, diese 
Fragen zu beantworten?
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- fachmathematische Literatur 

- Literatur über »Schulmathematik vom  
höheren Standpunkt« 

- fachdidaktische Literatur (v. a. Bücher zur  
»Didaktik der …«) 

- Schulbücher 

- Bildungsstandards, Rahmenlehrplan,  
schulinterne Curricula

- Welche Begriffe und Sätze 
sollen erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen 
erarbeitet werden und wie 
werden sie formal 
begründet? 

- Wie lassen sich die Begriffe, 
Sätze, Begründungen und 
Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalte 
sind entscheidend, welche 
weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk  
aus Begriffen, Sätzen, 
Begründungen und 
Verfahren entwickelt 
werden?
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Schulmathematik vom höheren Standpunkt

Schulmathematik Hochschulmathematik Schulmathematik

»doppelte Diskontinuität«
(Klein, 1967, S. 1; Erstausgabe 1908)

fachliche und verstehensorientierte Durchdringung der 
Schulmathematik, »ohne im vollen Umfang auf das Instrumentarium der 

kanonischen […] [Hochschulmathematik] zurückgreifen zu müssen«
(Danckwerts, 2013, S. 87)
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Schulmathematik vom höheren Standpunkt
Weiterführende Literatur

Felix Klein  
Elementarmathematik vom höheren 
Standpunkte aus

Hans Freudenthal 
Mathematik als 
pädagogische Aufgabe

(Klein, 1925, 1955, 1967)

(Freudenthal, 1973b, 1973c, 
auch auf Englisch: Freudenthal, 1973a)

(Beutelspacher et al., 2012)

(Ableitinger et al., 2013)

Mathematik Neu Denken

Zur doppelten Diskontinuität in der 
Gymnasiallehrerbildung
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 oder ?ℤ ℚ+

einsnull zwei drei vier fünf sechs sieben acht neun zehn elf

Peano-Axiome

0’0 0’’ 0’’’ …

Erst mal  …ℕ

1. 0 ist eine natürliche Zahl. 
2. Jede natürliche Zahl n hat eine natürliche Zahl n’ als 

Nachfolger. 
3. 0 ist kein Nachfolger einer natürlichen Zahl. 

4. Natürliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich. 
5. Enthält die Menge X die 0 und mit jeder natürlichen Zahl 

n auch deren Nachfolger n’, so bilden die natürlichen 
Zahlen eine Teilmenge von X.

n + k ist der k-fache Nachfolger von n 
formal: 
n + 0 = n 
n + k’ = (n + k)’

Addition

10 2 3 4 5 6 7 8 9 …

1 + 1 = 1 + 0’ = (1 + 0)’ = 1’ = 2

Multiplikation
n ⋅ 1 = n 
n ⋅ k’ = n ⋅ k + n

Ordnungsrelation
n < m ⟺ ∃ k: m = n + k

Subtraktion
m – n = k ⟺ n + k = m

(Wikipedia, 2021)
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 oder ?ℤ ℚ+ Erst mal  …ℕ
Mächtigkeit von Mengen über Bijektionen
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N

M
N ∼ M

K N ∪ K

Gleichmächtigkeit als Äquivalenzrelation 
 

 
 

A ∼ B ⇔ ♯A = ♯B

A ∼ A
A ∼ B ⇒ B ∼ A
A ∼ B ∧ B ∼ C ⇒ A ∼ C

Addition [   ]Äquivalenzklasse 4 = 

[N] + [K] = [N ∪ K]
4   +   3   =       7

N
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(7, 2)

„Differenzengleichheit“ als 
Äquivalenzrelation 
(k, l) ∼ (m, n) ⇔ k + n = l + m

(6, 1)
(5, 0)

(3, 5)
(0, 2)
(7, 9)

Äquivalenzklasse [(5,0)] Äquivalenzklasse [(0,2)]

(1, 2)
(2, 4)
(3, 6)

(2, 3)
(4, 6)
(40, 60)

Äquivalenzklasse [(1,2)] Äquivalenzklasse [(2,3)]

„Quotientengleich“ als 
Äquivalenzrelation 
(k, l) ∼ (m, n) ⇔ k ⋅ n = l ⋅ m l, n ≠ 0

5 – 2
1
2

2
3

Geordnete Paare natürlicher Zahlen: (m, n)
 oder ?ℤ ℚ+
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(7, 2)

„Differenzengleichheit“ als  
Äquivalenzrelation 

(k, l) ∼ (m, n) ⇔ k + n = l + m

(6, 1)
(5, 0)

(3, 5)
(0, 2)
(7, 9)

[(5,0)] [(0,2)]

5 – 2

Addition 

(k, l) + (m, n) := (k + l, m + n)
4 + (−7) ∧= (4,0) + (0,7) = (4,7)

≡ (0,3) ∧= − 3

Subtraktion 

(k, l) − (m, n) := (k, l) + (n, m)

• Ganze Zahlen können über Zahlenpaare aus den 
natürlichen Zahlen oder als »Gegenzahlen« der 
natürlichen Zahlen entwickelt werden.  

• Natürliche Zahlen sind als Teilmenge in ganze 
Zahlen eingebettet. 

• Subtraktion natürlicher Zahlen n – m mit m > n ist 
nun lösbar. 

• Rechenregeln werden erweitert, wobei die 
bekannten weiter gelten.

Ganze Zahlen (mit Addition) als abelsche Gruppe 

, Assoziativität, Kommutativität, 

neutrales Element: , 

inverses Element:  

+ : ℤ × ℤ → ℤ

∃0 ∈ ℤ : ∀a ∈ ℤ : a + 0 = a

∀a ∈ ℤ : ∃ã ∈ ℤ : a + ã = 0

Ganze Zahlen ℤ

dann noch Einbettung der natürlichen Zahlen und  
Ordnungsrelation nötig

- Welche Begriffe und Sätze 
sollen erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen 
erarbeitet werden und wie 
werden sie formal 
begründet? 

- Wie lassen sich die Begriffe, 
Sätze, Begründungen und 
Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalte 
sind entscheidend, welche 
weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk  
aus Begriffen, Sätzen, 
Begründungen und 
Verfahren entwickelt 
werden?
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»Minus mal Minus ist Plus«
(−3) ⋅ (−5) = 15
Permanenzprinzip: 
Beim Aufbau einer komplexen mathematischen 
Theorie sollen die Strukturen der zugrundeliegenden 
Theorie so weit wie möglich erhalten bleiben.

2 ⋅ 5 = 10

1 ⋅ 5 = 5

0 ⋅ 5 = 0

−5

−5

2 ⋅ (−5) = − 10

1 ⋅ (−5) = − 5

0 ⋅ (−5) = 0

−1 ⋅ (−5) = 5

−2 ⋅ (−5) = 10

+5

+5

+5

+5

−3 ⋅ (−5) = 15

»plus mal plus«

»plus mal minus«

»minus mal plus«

»minus mal minus«

am Kontext

Permanenz- 
  reihe

    Kommuta- 
tivität

Permanenz- 
         reihe

- Welche Begriffe und Sätze 
sollen erarbeitet werden?  

- Welche Verfahren sollen 
erarbeitet werden und wie 
werden sie formal 
begründet? 

- Wie lassen sich die Begriffe, 
Sätze, Begründungen und 
Verfahren logisch 
strukturieren?  

- Welche Verbindungen 
zwischen den Fachinhalte 
sind entscheidend, welche 
weniger bedeutsam?  

- Wie kann das Netzwerk  
aus Begriffen, Sätzen, 
Begründungen und 
Verfahren entwickelt 
werden?
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