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Stoffdidaktik Mathematik

Kapitel 2 - (Hoch-)Schulmathematik

e Sie erkennen den Nutzen der Hochschulmathematik bei der

Entscheidungsfindung zur Spezifizierung und Strukturierung der
Schulmathematik aut der formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatzes.

« Sie kennen geeignete Quellen zur Beantwortung der Fragen auf der
formalen Ebene des Vier-Ebenen-Ansatz

Heiko Etzold, 2023



c? Wia?

Stoffdidaktische Analyse als Spezifizieren & Strukturieren von Lerngegenstianden

Spezifizieren Strukturieren
- Welche Begriffe und Satze sollen - Wie lassen sich die Begriffe, Satze,
erarbeitet werden? Begrindungen und Verfahren logisch

strukturieren?
- Welche Verfahren sollen erarbeitet

werden und wie werden sie formal - Welche Verbindungen zwischen den
begriindet? Fachinhalte sind entscheidend,

formale Ebene welche weniger bedeutsam?

- Wie kann das Netzwerk aus Begriffen,
Satzen, Begriindungen und Verfahren
entwickelt werden?

(HuBmann & Prediger, 2016)
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Satze am Kreis

Zentri-Peripheriewinkelsatz

Der Zentriwinkel Gber der Sehne eines
Kreises ist stets doppelt so grol3 wie ein
Peripheriewinkel auf derselben Seite
derselben Sehne.

Peripheriewinkelsatz

Alle Peripheriewinkel auf derselben
Seite Uber derselben Sehne sind
gleich grol3.

Satz des Thales

Alle Peripheriewinkel Gber dem
Durchmesser cines Kreises haben
eine Grol3e von 20°.

eines rechtwinkligen Dreiecks ist
Mittelpunkt eines Kreises durch alle
drei Ecken des Dreiecks.

und seine Umkehrung
Der Mittelpunkt der Hypothenuse

- Welche Begriffe und Satze

sollen erarbeitet werden?

Welche Verfahren sollen
erarbeitet werden und wie
werden sie formal
begriindet?

Wie lassen sich die Begriffe,
Satze, Begrindungen und
Verfahren logisch
strukturieren?

Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalte
sind entscheidend, welche
weniger bedeutsam?

Wie kann das Netzwerk
aus Begriffen, Satzen,
Begrindungen und
Vertahren entwickelt
werden?

Heiko Etzold, 2023
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Satze am Kreis

Axiome der Elementargeometrie

v
Wechselwinkelsatz

!
Seite-Winkel-Beziehung

Basiswinkelsatz
Innenwinkelsatz

l

Zentri-Peripheriewinkelsatz
Peripheriewinkelsatz
Satz des Thales

und seine Umkehrung

- Welche Begriffe und Satze

sollen erarbeitet werden?

Welche Verfahren sollen
erarbeitet werden und wie
werden sie formal
begriindet?

Wie lassen sich die Begriffe,
Satze, Begrindungen und
Verfahren logisch
strukturieren?

Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalte
sind entscheidend, welche
weniger bedeutsam?

Wie kann das Netzwerk
aus Begriffen, Satzen,
Begrindungen und
Vertahren entwickelt
werden?

Heiko Etzold, 2023

Kapitel 2 - (Hoch-)Schulmathematik



Satze am Kreis

Wechselwinkel

|

Basiswinkel
Innenwinkelsatz

l

- Wie kann das Netzwerk
aus Begriffen, Satzen,
Begrindungen und

SatZ deS Tha‘es Vertahren entwickelt

werden?

und seine Umkehrung
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Satze am Kreis

Wechselwinkel
V

Basiswinkel

Innenwinkelsatz

V
Satz des Thales

und seine Umkehrung

Erster Entwurf eines Lernpfades
aufgrund der stoffdidaktischen
Analyse auf der formalen Ebene

- Welche Begriffe und Satze

sollen erarbeitet werden?

Welche Verfahren sollen
erarbeitet werden und wie
werden sie formal
begriindet?

Wie lassen sich die Begriffe,
Satze, Begrindungen und
Verfahren logisch
strukturieren?

Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalte
sind entscheidend, welche
weniger bedeutsam?

Wie kann das Netzwerk
aus Begriffen, Satzen,
Begrindungen und
Vertahren entwickelt
werden?

Heiko Etzold, 2023
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Welche Quellen helfen, diese - Welche Begriffe und Sitze
Fragen zU beantworten? sollen erarbeitet werden?

- Welche Verfahren sollen
erarbeitet werden und wie
werden sie formal

- fachmathematische Literatur begriindet?
. oo . - Wie lassen sich die Begriffe,
- Literatur uber »Schulmathematik vom Satze, Begriindungen und

Verfahren logisch
strukturieren?

hoheren Standpunkt«

- Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalte

- fachdidaktische Literatur (v. a. Blicher zur

wDidaktik der .. .«) sind entscheidend, welche
weniger bedeutsam?
- SchulbuUcher - Wie kann das Netzwerk

aus Begriffen, Satzen,
Begrindungen und

- BI‘dUﬂgSStandardS, R@hfﬂ@ﬁ‘@hrp‘aﬂ, Verfahren entwickelt

werden?

schulinterne Curricula
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Schulmathematik vom hoheren Standpunkt

fachliche und verstehensorientierte Durchdringung der
Schulmathematik, »ohne im vollen Umtang auf das Instrumentarium der

kanonischen [...] [Hochschulmathematik] zurickgreifen zu missen«
(Danckwerts, 2013, S. 87)

Schulmathematik —— Hochschulmathematik —— Schulmathematik

ndoppelte Diskontinuitat«

(Klein, 1967, S. 1; Erstausgabe 1908)
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Schulmathematik vom hoheren Standpunkt

WeiterfUhrende Literatur

Felix Klein

Elementarmathematik vom hoheren
Standpunkte aus Mathematik Neu Denken

(Klein, 1925, 1955, 1967) (Beutelspacher et al., 2012)

Hans Freudenthal

Mathematik als Zur doppelten Diskontinuitat in der
padagogische Aufgabe Gymnasiallehrerbildung
(Freudenthal, 1973b, 1973c, (Ableitinger et al., 2013)

auch auf Englisch: Freudenthal, 1973a)
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Z oder O, ? Erst mal N ...

Peano-Axiome

1. O ist eine naturliche Zahl. 4. Naturliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich.
2. Jede natlrliche Zahl n hat eine naturliche Zahl n” als 5. Enthalt die Menge X die 0 und mit jeder nattrlichen Zahl
Nachfolger. n auch deren Nachfolger n’, so bilden die natirlichen

3. Oist kein Nachfolger einer nattrlichen Zahl. Zahlen eine Teilmenge von X.

O OI OII OIII
null eins zwei drei vier funf sechs sieben acht neun zehn elt
0 1 2 3 4 5 6 / 8 9

Addition Ordnungsrelation Subtraktion Multiplikation
n + k ist der k-tache Nachfolger von n nN<me3dkm=n+k m-n=ken+k=m n-1=n
formal: n-k'=n-k+n
n+0=n

n+k'=(n+k) 1T+1=14+0=(1+0)=1=2 (Wikipedia, 2021)
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Z oder Q,? Erst mal N ...

Machtigkeit von Mengen uUber Bijektionen

Gleichmaichtigkeit als Aquivalenzrelation
A~Bs A =1B

A~A
A~B=>B~A
A~BAB~C=>A~C

Addition Aquivalenzklasse 4 =

K

. S ok
\(Q®%¢ 3. 7
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Z oder Q. ?

Geordnete Paare naturlicher Zahlen: (m, n)

Aquivalenzklasse [(5,0)] Aquivalenzklasse [(0,2)]

(7,2) (3, D)
(6, 1) (0, 2)
(5, 0) (7,9

,Differenzengleichheit” als
Aquivalenzrelation

(k,) ~(m,n) o k+n=01+m

Aquivalenzklasse [(1,2)] Aquivalenzklasse [(2,3)]

1 2

2 3
(1, 2) (2, 3)
(2, 4) (4, 6)
(3, 6) (40, 60)

,Quotientengleich” als
Aquivalenzrelation

(k,) ~(m,n) o k-n=[-m anso0

Heiko Etzold, 2023
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.Differenzengleichheit” als

Aquivalenzrelation

(k,)~(m,n) o k+n=I01+m

[(5,0)] [(0,2)]
5 -2
(7, 2) (3, 5)
(6, 1) (0, 2)
(5, 0) (7, 9)
Addition

(k,)+ (m,n) .= (k+1,m+n)
4+ (=7) 2 (4,0)+ (0,7) = (4,7

=(0,3) 2 -3

Subtraktion
(k,l) — (m,n) := (k,1)

(n, m)

Ganze Zahlen Z

Ganze Zahlen (mit Addition) als abelsche Gruppe
+ : Z X Z — Z, Assoziativitat, Kommutativitat,
neutrales Element: 30 € Z:Vae Z : a+ 0 = q,

inverses Element:Vae Z:dae Z :a+a =0

dann noch Einbettung der natirlichen Zahlen und
Ordnungsrelation nétig

* Ganze Zahlen kénnen liber Zahlenpaare aus den
natirlichen Zahlen oder als »Gegenzahlen« der

naturlichen Zahlen entwickelt werden.

* Naturliche Zahlen sind als Teilmenge in ganze
Zahlen eingebettet.

e Subtraktion naturlicher Zahlen n - m mit m > n ist
nun losbar.

« Rechenregeln werden erweitert, wobei die
bekannten weiter gelten.

- Welche Begriffe und Satze

sollen erarbeitet werden?

Welche Verfahren sollen
erarbeitet werden und wie
werden sie formal
begriindet?

Wie lassen sich die Begriffe,
Satze, Begrindungen und
Verfahren logisch
strukturieren?

Welche Verbindungen
zwischen den Fachinhalte
sind entscheidend, welche
weniger bedeutsam?

Wie kann das Netzwerk
aus Begriffen, Satzen,
Begrindungen und
Vertahren entwickelt
werden?

Heiko Etzold, 2023
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»Minus mal Minus ist Plus«
(=3) - (=5) = 15

Permanenzprinzip:

Beim Aufbau einer komplexen mathematischen
Theorie sollen die Strukturen der zugrundeliegenden
Theorie so weit wie moglich erhalten bleiben.

))p‘us ma‘ p‘ug« - Wie lassen sich die Begrifte,

Satze, Begrindungen und
Verfahren logisch
strukturieren?

2:-5=10 2-(=5)=-10 ,
)-5 >+5 »plus mal minus«
1-5=35 l-(=5)=-5
)—5 >+5
0-5=0 0:-(=5)=0
>+5
—1-(=5)=5 ) : »minus mal plus«
_2.(=5)= 10
_3.(=5)=15 »minus mal minus«
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