Stoffdidaktik Mathematik

Zweites Intermezzo: Ganze Zahlen

« Sie vertiefen am Beispiel ganzer Zahlen Ihr Verstandnis tUber
den Vier-Ebenen-Ansatz, insbesondere wie aus den Ebenen
heraus Ruckschlisse zum Autbau eines Lernpfades entwickelt
werden konnen.
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Beispiel: Ganze Zahlen

Fundamentale Ideen .
semantische Ebene Grundvorstellungen Lernen mit AUfgaben

Kernideen, Kernfragen, Kontexte und Arbeitsmitteln

N Lernptad

formale Ebene
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Beispiel: Ganze Zahlen

Erst mal N ...
Peano-Axiome

1. O ist eine naturliche Zahl. 4. Naturliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich.
2. Jede natlrliche Zahl n hat eine naturliche Zahl n” als 5. Enthalt die Menge X die 0 und mit jeder nattrlichen Zahl
Nachfolger. n auch deren Nachfolger n’, so bilden die natirlichen

3. Oist kein Nachfolger einer nattrlichen Zahl. Zahlen eine Teilmenge von X.

O OI OII OIII
null eins zwei drei vier funf sechs sieben acht neun zehn elt
0 1 2 3 4 5 6 / 8 9

Addition Ordnungsrelation Subtraktion Multiplikation
n + k ist der k-fache Nachfolger von n nN<me3k:m=n+k m-n=ken+k=m n-1=n
formal: n-k'=n-k+n

n+0=n

n+k'=(n+k) 1T+1=17+0=(1+0)=1=2 . ,
(Wikipedia, 2021)
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Beispiel: Ganze Zahlen
Erst mal N ...

Machtigkeit von Mengen Uber Bijektionen

Gleichmaichtigkeit als Aquivalenzrelation
A~Bs A =1B

A~A
A~B=>B~A
A~BAB~C=>A~C
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[4Ju3]=1[7] 4+3=7




Beispiel: Ganze Zahlen

Z oder Q. : Geordnete Paare nattrlicher Zahlen

Aquivalenzklasse [(5,0)] Aquivalenzklasse [(0,2)] Aquivalenzklasse [(1,2)] Aquivalenzklasse [(2,3)]
5 7 ! 2
2 3

(7,2) (3, 9) (1, 2) (2, 3)

(6, 1) (0, 2) (2, 4) (4, 6)

(5, 0) (7,9) (3, 6) (40, 60)
,Differenzengleichheit” als ,Quotientengleich” als
Aquivalenzrelation Aquivalenzrelation
(k,) ~(m,n) o k+n=01+m (k,) ~(m,n) o k-n=1-m a0
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Beispiel: Ganze Zahlen

.Differenzengleichheit” als
Aquivalenzrelation

(k,)~(m,n) o k+n=I01+m

[(5,0)] [(0,2)]
5 -2
(7, 2) (3, 5)
(6, 1) (0, 2)
(5, 0) (7, 9)
Addition

(k,])+ (m,n) =(k+1,m+ n)
4+ (=7) 2 (4,0)+ (0,7) = 4,7
=(0,3) 2 -3

Subtraktion
(k,l) — (m,n) = (k,]) + (n, m)

Heiko Etzold, 2023

Ganze Zahlen (mit Addition) als abelsche Gruppe
+ : Z X Z — Z, Assoziativitat, Kommutativitat,
neutrales Element: 30 € Z:Vae Z :a+ 0 =q,

inverses Element:Vae Z:dae Z :a+a =0

dann noch Einbettung der natirlichen Zahlen und
Ordnungsrelation notig

« Ganze Zahlen konnen Uber Zahlenpaare aus den
natUrlichen Zahlen oder als »Gegenzahlen« der

naturlichen Zahlen entwickelt werden.

* Naturliche Zahlen sind als Teilmenge in ganze
Zahlen eingebettet.

o Subtraktion naturlicher Zahlen n -m mitm > n ist
nun lOsbar.

* Rechenregeln werden erweitert, wobei die
bekannten weiter gelten.
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Welche Begriffe und Satze sollen
erarbeitet werden?

Welche Verfahren sollen erarbeitet
werden und wie werden sie formal
begriindet?

Wie lassen sich die Begriffe, Satze,
Begriindungen und Verfahren
logisch strukturieren?

Welche Verbindungen zwischen den
Fachinhalte sind entscheidend,
welche weniger bedeutsam?

Wie kann das Netzwerk aus
Begriffen, Satzen, Begrindungen
und Verfahren entwickelt werden?

(nach HulBmann & Prediger, 2016)
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Beispiel: Ganze Zahlen

 Vielfaltige Interpretation des Minus-Zeichens: Vor-, Rechen- und Inversionszeichen

« Kardinalzahlaspekt nicht mehr tragfahig, Ordinalzahlaspekt eingeschrankt tragfahig, A NNy
MalBzahlaspekt im Prinzip erweiterbar ® ® ' : : :

« Fehlinterpretation der Ordnungsrelation (nicht mehr Gber Machtigkeit moglich;
fehlerhafte spiegelbildliche Interpretation)

Normative (Grund-)Vorstellungen Handlungserfahrungen
Negative Zahlen als Re o, rasentationen
* relative Zahlen bezlglich einer fest gewahlten Vergleichsmarke Anwendung auf Reahtat

 Gegensatze
« Richtungen

« Zustande und Zustandsanderungen

(vom Hofe & Hattermann, 2014)
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Negative Zahlen als

* relative Zahlen bezlglich einer fest gewahlten Vergleichsmarke

Beispiel: Ganze Zahlen

Handlungsertahrungen

Normative (Grund-)Vorstellungen

 Gegensatze

« Richtungen

» Zustande und Zustandsanderungen

\>

Reprasentationen
Anwendung auf »Realitat«

Guthaben: 5 €
Schulden: -5 €

-5 =5

Heiko Etzold, 2023

Kontobewegung Kontostand

50,00 €

I Taschengeld von Oma 5,00 € 55,00 €
Kinoeintritt -8,00 € 4700 €

Popcorn -3,00 € 44 00 €

44,00 €
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Eckhard Henkel, https://
commons.wikimedia.org/wiki/

Category:AulBBenthermometer?
uselang=de#/media/

File:2014-07-24 AuBenthermometer (2
012)_von_Michael_Sailstorfer IMG_5656
.jpg, CCBY-SA 3.0 DE
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Beispiel: Ganze Zahlen

Handlungsertahrungen

Normative (Grund-)Vorstellungen  Reprisentationen

Anwendung auf »Realitat«

Negative Zahlen als

* relative Zahlen bezlglich einer fest gewahlten Vergleichsmarke

——t—+— D
5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

 Gegensatze
« Richtungen

» Zustande und Zustandsanderungen

Addieren/Subtrahieren als  Multiplizieren als GroBenvergleich als
» Pfeilanlegen » Strecken/Stauchen  direkter Lagevergleich
des Pteils (pos. Zahl) auf Zahlengeraden

» gerichtetes Weiter-/ (links < rechts)
Zuruckzahlen « Spiegeln an der Null

e Subtraktion/Addition der =1) * Lage- und Betrags-

Gegenzahl « Kombination aus vergleich (neg. < pos. &

eidem betragsabhangig)

(vom Hotfe & Hattermann, 2014, S. 4)
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Beispiel: Ganze Zahlen

Fundamentale Ideen - Welche Fundamentalen Ideen liegen
hinter den Begriffen, Satzen und

o Approximierung Vertahren?
* Optimierung A\ @+ VA @ | C - Welche Grundvorstellungen und
 Linearitat Reprasentationen (graphisch, verbal,
 Symmetrie (_ 3) . (_5) — 15 numerisch und algebraisch) sind fir
e |nvarianz den Verstandnisaufbau
e Rekursion . o » o entscheidend?

X" = X" x X7 =x%x
* Vernetzung e N i beR - Wie verhalten sich Ideen und
e Ordnen ’ ’ Vorstellungen zueinander und zu

e Strukturierung friiheren und spéateren

o 0 _ 1 Lerninhalten?
e Formalisierung a =
. Exaktifizierung - Wie kanr? ein Lernpfad anﬂgeor.dnet
: : . werden, in dem das Verstandnis,
* Verallgemeinern Pe rmanenzp” NZI p Und zusammen mit den Erkenntnissen
e |dealisieren der formalen Ebene, aufgebaut wird?

. Permanenzreihen
e Erweitern

(von der Bank, 2013, S. 103: Lambert, 2012) (nach HuBBmann & Prediger, 2016)
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Beispiel: Ganze Zahlen

Permanenzprinzip und Permanenzreihen

Beim Aufbau einer komplexen mathematischen Theorie sollen die Strukturen

der zugrundeliegenden Theorie so weit wie moglich erhalten bleiben.

(=3)-(=5) =15
2. (=5)=—10
1-(=5)=-5
0-(=5)=0

—1.(=5) =
—2.(=5) =

+
)

+
N

+
)

N
_I_
N

Heiko Etzold, 2023
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Welche Fundamentalen Ideen liegen

hinter den Begriffen, Satzen und
Vertahren?

Welche Grundvorstellungen und
Reprasentationen (graphisch, verbal,
numerisch und algebraisch) sind fir
den Verstandnisautbau
entscheidend?

Wie verhalten sich Ideen und
Vorstellungen zueinander und zu
friiheren und spateren
Lerninhalten?

Wie kann ein Lernpfad angeordnet
werden, in dem das Verstandnis,
zusammen mit den Erkenntnissen
der formalen Ebene, aufgebaut wird?

(nach HulBmann & Prediger, 2016)
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Beispiel: Ganze Zahlen

Kernidee/Kernfrage

Vorschauperspektive -

Rickschauperspektive

* Wie kann man rechnen, wenn man mehr wegnimmt, als man hat?

* Wie kann man mit negativen Zahlen wiederholt dasselbe rechnen?

« Ganze Zahlen konnen Uber Zahlenpaare aus den natlrlichen Zahlen oder als

»Gegenzahlen« der naturlichen Zahlen entwickelt werden.

« Natirliche Zahlen sind als Teilmenge in ganze Zahlen eingebettet.

o Subtraktion naturlicher Zahlen n - m mitm > n ist nun losbar.

« Rechenregeln werden erweitert, wobei die bekannten weiter gelten.

 relative Zahlen bezuglich
einer fest gewahlten
Vergleichsmarke

« Gegensatze e« Richtungen ¢ Zustande und

r r[-_ Zustandsanderungen
! \!

—tt— ettt

5 4 3 2

Heiko Etzold, 2023

-

o 1 2 3 4 5 6
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Welche Kernfragen und Kernideen
konnen die Entwicklung der Begriffe,
Satze und Vertahren leiten?

Welche Kontexte und Probleme sind
geeignet, um an ihnen die Kernfragen
und -ideen exemplarisch zu
behandeln und die Inhalte zu
rekonstruieren?

Wie kann das Verstandnis sukzessive
uber konkrete Situationen in den
beabsichtigten Lernpfaden
konstruiert werden (horizontale
Mathematisierung)?

Wie konnen die Lernpfade in Bezug
auf die Problemstruktur angeordnet
werden (vertikale Mathematisierung)?

(nach HuBmann & Prediger, 2016)
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Beispiel: Ganze Zahlen

Kernidee/Kernfrage

Rickschauperspektive

* Wie kann man rechnen, wenn man mehr wegnimmt, als man hat?

* Wie kann man mit negativen Zahlen wiederholt dasselbe rechnen? -

_ebensweltbezug
Kontextauthentizitat
Reichhaltigkeit

Kontext

=

e relative Zahlen beziglich e« Gegensatze ¢ Richtungen ¢ Zustande und

einer fest gewahlten Zustandsanderungen
Vergleichsmarke l. ll.
— . )

-5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
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Vorschauperspektive -

Welche Kernfragen und Kernideen
konnen die Entwicklung der Begriffe,
Satze und Vertahren leiten?

Welche Kontexte und Probleme sind
geeignet, um an ihnen die Kernfragen
und -ideen exemplarisch zu
behandeln und die Inhalte zu
rekonstruieren?

Wie kann das Verstandnis sukzessive
uber konkrete Situationen in den
beabsichtigten Lernpfaden
konstruiert werden (horizontale
Mathematisierung)?

Wie konnen die Lernpfade in Bezug
auf die Problemstruktur angeordnet
werden (vertikale Mathematisierung)?

(nach HuBmann & Prediger, 2016)
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Beispiel: Ganze Zahlen

¢ Wie kann man rechnen, wenn man mehr wegnimmt, als man hat?

« Wie kann man mit negativen Zahlen wiederholt dasselbe rechnen?

Horizontale/Vertikale Mathematisierung -

Blick- und Bewegungsrichtungen auf Zahlengeraden

7 -2 (positive Zahl) - (positive Zahl)
-2+ 7 (negative Zahl) + (positive Zahl) ) h Geldzu- und -abflusse
-2 -8 (negative Zahl) - (positive Zahl)

7 +(-2) (positive Zahl) + (negative Zahl)

/ - (-2) (positive Zahl) - (negative Zahl) | (v) Pfeile auf Zahlengerade,
-2 +(-7) (negative Zahl) + (negative Zahl) > Permanenzreihen
-2 +(-7) (negative Zahl) - (negative Zahl)

2 - (-7) (positive Zahl) - (negative Zahl) h mehrfache Schulden
-2 -7 (negative Zahl) - (positive Zahl) v Kommutativitat

-2 - (-7) (negative Zahl) - (negative Zahl) v Permanenzreihen
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Welche Kernfragen und Kernideen
konnen die Entwicklung der Begriffe,
Satze und Vertahren leiten?

Welche Kontexte und Probleme sind
geeignet, um an ihnen die Kernfragen
und -ideen exemplarisch zu
behandeln und die Inhalte zu
rekonstruieren?

Wie kann das Verstandnis sukzessive
uber konkrete Situationen in den
beabsichtigten Lernpfaden
konstruiert werden (horizontale
Mathematisierung)?

Wie konnen die Lernpfade in Bezug
auf die Problemstruktur angeordnet
werden (vertikale Mathematisierung)?

(nach HuBmann & Prediger, 2016)
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Beispiel: Ganze Zahlen

¢ »negativ« als Wort mit mehreren verschiedenen Bedeutungen (homonym)

Bedeutungen

« Generalisierung der Vorstellung »Hinzufligen vermehrt immer thematisieren
- Ubertragung von Vorstellung bei Addition als Hinzufligen

- wird teils auch sprachlich gestitzt beim

Vorstellungsaufbau

« komplexer Wortschatzautbau, abhangig vom Kontext beachten

* Vermischung der Rechenregeln

Heiko Etzold, 2023

(wenige) Kontext(e)
fiir Einflihrung
auswahlen

verstandnisfordernder
Aufbau; keine Merksatze
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Welche typischen individuellen
Voraussetzungen (Vorstellungen,
Kenntnisse, Kompetenzen, ...) sind zu
erwarten und wie passen diese zum
angestrebten Verstandnis
(Ressourcen vs. Hindernisse)?

Woher kommen typische Hindernisse
oder unerwiinschte Vorstellungen?

Wie konnen typische Vorkenntnisse
und Vorstellungen als fruchtbare
Ankniipfungspunkte dienen?

Welche Schlusselstellen (Hindernisse,
Wendepunkte, ...) gibt es im
Lernweg der Schiler/-innen?

Wie kann der angestrebte Lernpfad
bezliglich der Anknipfungspunkte
und Schlisselstellen neu angeordnet
werden?

(nach HulBmann & Prediger, 2016)
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Beispiel: Ganze Zahlen

Vorschlag eines Lernpfades

Erfahrungen zum Umgang Nega‘tlve Za.hlen als Negative Zahlen als Reprasentation Uber
. —»| Beschreibungsinstrument |—>» —>
mit Guthaben/Schulden 5 neue Zahlen Zahlengerade
tir Schulden

\_ Y, \_ Y, \_ _J \_ _J

relative Zahlen bezlglich einer

Zustande und G 3
EUENSAIZE e ‘ . .
Zustandsanderungen 5 Negative Zahlen als . fest gewahlten Vergleichsmarke

neuer Zahlenbereich

----------------------------------------------------

Richtungen
, Addieren/Subtrahieren Multiplizieren Dividieren durch
Ordnen und Vergleichen |[— , , —> , , —> .
(horizontal und vertikal) (horizontal und vertikal) Regellbertragung

Wie kann man rechnen, wenn man  Wie kann man mit negativen Zahlen
mehr wegnimmt, als man hat? wiederholt dasselbe rechnen?
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