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Leitidee Daten
und Zufall

Diese Leitidee umfasst zwei Saulen, die beschreibende
Statistik und die Wahrscheinlichkeitsrechnung zur
Modellierung von zufallsabhangigen Vorgangen und
Risiken. Wahrscheinlichkeiten konnen als Prognosen von
relativen Hautigkeiten bei zufallsabhangigen Vorgangen
gedeutet werden, wodurch die beiden Saulen verknupft
werden. Die darauf bezogenen mathematischen
Sachgebiete der Sekundarstufe | sind die Stochastik
und Funktionen. Es werden Begriffe und Methoden zur
Erhebung, Aufbereitung und Interpretation von
statistischen Daten vernetzt mit solchen zur
Beschreibung und Modellierung zufallsabhangiger
Situationen. Die stochastische Simulation spielt bei der
Verknipfung eine wichtige Rolle. Der Umgang mit
Daten und Zufallserscheinungen im Alltag und
Zufallsexperimenten geschieht auch unter Verwendung
einschlagiger digitaler Mathematikwerkzeuge, hier vor
allem Tabellenkalkulation und Stochastiktools.

(Sekretariat der Standigen Konferenz der

Kultusminister der Lander in der Bundesrepublik
Deutschland, 2022, S. 21 ft.)

Heiko Etzold, 2023

Die Schulerinnen und Schtiler

werten grafische Darstellungen und
Tabellen von statistischen
Erhebungen aus, auch mit Hilfe von

Tabellenkalkulation oder
Stochastiktools,

nutzen Simulationen, um
stochastische Fragen ZU
entscheiden,

planen statistische Erhebungen,
auch unter den Aspekten
Stichprobenauswahl und

Erhebungsinstrument,

sammeln systematisch Daten (z. B.
Messwerte, Daten aus Befragungen
oder Internet), organisieren sie in
Tabellen und stellen sie grafisch dar,
auch unter Verwendung geeigneter
Hilfsmittel wie Tabellenkalkulation
oder Stochastiktools,

ermitteln und
KenngrolRen (z. B.
Maximum, arithmetisches
Median, Spannweite, Quartile),
erstellen und interpretieren
Diagramme (z. B. Saulen- oder
Balkendiagramm, Histogramme,
Kreisdiagramm, Liniendiagramm,
Boxplot), auch mit Hilfe digitaler
Mathematikwerkzeuge und
begrunden die gewahlte
Darstellungsform,

Interpretieren
Minimum,
Mittel,
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reflektieren mit Hilfe der
mathematischen Kenntnisse den
Umgang mit und die Darstellung von
Daten in Medien, etwa in Bezug auf
die Absicht und mogliche Wirkungen
der Darstellung,

beschreiben Zufallserscheinungen
und interpretieren  Wahrschein-
lichkeitsaussagen und ihre
Darstellungen in Medien,

Nutzen und deuten bel der

Durchfuhrung von
Zufallsexperimenten die
auftretenden relativen Haufigkeiten
als Schatzwerte von
Wahrscheinlichkeiten, die bel
wachsendem  Stichprobenumfang

besser werden,

bestimmen Wahrscheinlichkeiten bel
ein- oder mehrstufigen Zufallsexperi-

menten, auch mit Hilfe
entsprechender Visualisierungen
(z. B. Baumdiagramm,

Vierfeldertafel), ohne und mit Hilfe
digitaler Mathematikwerkzeuge,

nutzen Visualisierungen, um Dbel
einfachen, alltagsnahen
Modellierungen bedingte

Wahrscheinlichkeiten zu erkennen,
ohne und mit Hilfe digitaler Medien.



ldee der Daten Idee der Wahrscheinlichkeit

als erfasste Informationen aus der Vergangenheit als MaR fiir das Eintreten von Ergebnissen in der Zukunft
und Gegenwart

Stellen von Fragen zu
Merkmalen (Eigenschaften
von Personen/

Treffen von Aussagen zum Ausgang von Situationen

Objekten/Vorgangen etc.) Entwicklung von Modellvorstellungen Auswahl aller/einiger Elemente
auf der Grundlage von Zufallsexperimenten Anordnung mit Beachtung/ohne Beachtung der
(einstufig/mehrstufig) Reihenfolge
Auswertung von Sammlung von Daten in Statistische Subjektive Mathe
Datendarstellungen Form von Wahrscheinlich- || Wahrscheinlich- || Wah
_ Merkmalsauspragungen , ANISCACICH= anrse
Ablesen von Informationen keit keit K
Planung und Anwendung
Ermitteln von Kennwerten verschiedener Methoden Ermitteln und
. . und Beurteilung zu - Berechnen der
FormuLrige\r/eaTia:Q:;p\rgtrl]eren Dokumentationsformen erwartender || Einschatzen der iy o cheinlich
Aussagen, Kennwerten Unterscheidung von Ergebnisse auf Wahrschemhch- keit auf Grundlage
und Darstellungen qualitativen und der Basis von L ey von Modellvor-
quantitativen Merkmalen | | Experimenten, || Grundiage von stellungen,
Datenerhebungen ) Ertahrungen, d Symmetrie und
enntnissen un
Darstellung von Daten in und deren Bedinaungen bekannter
Tabellen, Ranglisten, Auswertung Jgung Wahrscheinlich-
Diagrammen keiten

Darstellung der Haufigkeit
als absolute/relative
Haufigkeit

Anwendung der Wahrscheinlichkeit in Realsituationen

Darstellung mithilfe von
Nominal-/Ordinal- oder
LISUM, o. J. Metrischen Skalen

Heiko Etzold, 2023 Kap. 14 Leitidee Daten und Zufall - Wintersemester 2022/23



Theoretisches Modell 1
Laplace-Versuch, p = —

Problem

A Welche Eigenschaften muss
der Wirfel haben, damit du
so rechnen darfst?
Ubersetzen

Objektivieren sechs gleich grol3e Seiten;
Strukturieren Realmodell Interpretieren vollkommen symmetrisch;
Masse homogen verteilt

Vereinfachen

|dealisieren
Welche Annahmen triffst du?
\ 4

Reale stochastische Situation

Problem <

Validieren

(Kriger et al., 2015, S. 13)
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Theoretisches Modell

Zufallsgerat

Problem

Kann ein Zufallsgerat

A
vom Tisch fallen?
Ubersetzen

Objektivieren . .
Strukturieren Realmodell Interpretieren idealer Wiirfel

Vereinfachen

|dealisieren

Reale stochastische Situation

Problem <

Validieren

(Kriger et al., 2015, S. 13)
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Theoretisches Modell BGSU mime d’ c
Problem Wahrscheinlichkeit, aus
einem Skatblatt eine

A
\ Herz-Karte zu ziehen.
Ubersetzen

Objektivieren - Welche Schwierigkeiten
Strukturieren Realmodell Interpretieren kO nten S Ch 5 ‘ erinnen

Vereinfachen

Idealisieren und Schuler bei dieser
Autgabe haben?
M - Auf welcher
Modellstrukturebene

liegen diese
Schwierigkeiten jeweils?

Reale stochastische Situation

Problem <

Validieren

(Kriger et al., 2015, S. 13)
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In der Mathematik beschaftigt man sich systematisch mit Zufallsexperimenten und Zufalls-

. - :
Z u fa I I s ex p e rl m e n t g geraten wie z.B. Wiirfeln, Gluicksradern oder Lostrommeln.

Theoretisches Modell Manchmal spricht man Ein Versuch dessen Ausgang bzw. Ergebnis zufallig ist, hei3t Zufallsexperiment, wenn §

Problem > Losung auch von Zufallsver- USatz yende d venscha : %
A suchen statt von Zufalls- : - : L e G §
ten. .

\ / R 2. Es miissen mindestens zwei verschiedene Ergebnisse méglich sein.  c¢qch astlsche§

Ubersetzen

e 3. Das Ergebnis ist nicht vorhersagbar.
el [ [ Unabhangias]
yereinfachen Alle mdglichen Ergebnisse zusammen bilden die Ergebnismenge Q. Ein bestimmter

Teil aller moglichen Ergebnisse, fiir den man sich interessiert, wird Ereignis genannt. Ein

il Ereignis kann sicher, moglich oder unmaglich sein.

Reale stochastische Situation Beispiel: Wiirfelwurf \

Problem < : Ergebnismenge (= {123 4: 5 6]
Validieren Ein Gegenereignis A Ereignis A: ,Augenzahl gerade” A = {2; 4; 6}. Das Ereignis ist moglich.

enthdlt alle Ereignisse, Ereignis B: ,Augenzahl 0” B = { }. Das Ereignis ist unméglich.

dfe ;’Ch“” A enthalten Ereignis C: ,Augenzahl hdchstens 6“ C =1{1; 2; 3; 4, 5; 6}. Das Ereignis ist sicher.

sind.

BT e e s S S NS S S A s S o o AN o S E S A S R NSO NN S U 7

(Adam &Kleme 2016 o 18)

e Definition des Begrifts »Zufallsexperiment« mathematisch nicht notwendig
e Verwischen der Grenze zwischen Realitat und Modellebene
* saubere Definition (auf Modellebene) bedart auch Definition von »Zutallsgerat«

e eingeschrankte Anwendungssichtweise; Dominanz von Glucksspielen

»Die Wiederholbarkeit eines Vorgangs unter gleichen Bedingungen ist also keine

(Kriiger et al., 2015) definierende Eigenschaft eines stochastischen Vorgangs.«
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In der Mathematik beschaftigt man sich systematisch mit Zufallsexperimenten und Zufalls-

° .
Z u fa I I s ex p e rl m e n t ﬂ geraten wie z.B. Wiirfeln, Gliicksradern oder Lostrommeln.
Manchmal spricht man Ein Versuch, dessen Ausgang bzw. Ergebnis zufillig ist, hei3t Zufalenn

Theoretisches Modell

i R 025 S
e

Problem > leaung auch von Zufallsver- zusatzlich folgende drei Eigenschaften gelten:
+ SUChef’ statt von Zufalls- 1. Die Durchfiihrung erfolgt nach genauen Regeln und ist beliebig wiederholbar.
\ / el 2. Es miissen mindestens zwei verschiedene Ergebnisse maglich sein.
Oi'j’:k:et;n - 3. Das Ergebnis ist nicht vorhersagbar.
Vereinfachen Alle moglichen Ergebnisse zusammen bilden die Ergebnismenge Q. Ein bestimmter
/ \ Teil aller moglichen Ergebnisse, fiir den man sich interessiert, wird Ereignis genannt. Ein
v Ereignis kann sicher, moglich oder unmoglich sein.
Reale stochastische Situation Beispiel: Wiirfelwurf
Problem Ergebnismenge 0 ={l:2:3: 4: 5: 6}
Validieren Ein Gegenereignis A Ereignis A: ,Augenzahl gerade” A = {2; 4; 6}. Das Ereignis ist moglich.
enthdlt alle Ereignisse, Ereignis B: ,Augenzahl 0" B = { }. Das Ereignis ist unméglich.
ge ;’Ch””A‘—’”tha”‘-’” Ereignis C: ,Augenzahl héchstens 6 C ={1; 2; 3; 4; 5; 6}. Das Ereignis ist sicher.
sind.

(Adam & Kleine, 2016, S. 18

e Widerspruch zum Experiment-Begriff aus den Naturwissenschaften:

— von Individuen geplant, durchgetiihrt und ausgewertet
— dienen zur Uberpriifung von wissenschaftlichen Hypothesen

ich keine Experimente sind

* in Anwendungen oft Situationen, die offensicht
(z. B. Schreiben einer Leistungskontrolle, Mensch-arger-dich-nicht-Spiel)

(Krtger et al., 2015)
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In der Mathematik beschaftigt man sich systematisch mit Zufallsexperimenten und Zufalls-
geraten wie z. B. Wiirfeln, Gliicksradern oder Lostrommeln.

Zufallsexperiment @

Theoretisches Modell Manchmal spricht man Ein Versuch, dessen Ausgang bzw. Ergebnis zufillig ist, heiBt Zufallsexperiment, wenn
o il auch von Zufallsver- zusatzlich folgende drei Eigenschaften gelten:
t ST iy 1. Die Durchfiihrung erfolgt nach genauen Regeln und ist beliebig wiederholbar.
\ / RN 2. Es missen mindestens zwei verschiedene Ergebnisse moglich sein.
O‘;'j’:k:et;n - 3. Das Ergebnis ist nicht vorhersagbar. i
ctrukturieren Realmodell Interpretieren %
dealseren Alle méglichen Ergebnisse zusammen bilden die Ergebnismenge Q. Ein bestimmter
/ \ Teil aller moglichen Ergebnisse, fiir den man sich interessiert, wird Ereignis genannt. Ein g

v Ereignis kann sicher, moglich oder unmaglich sein.

Reale stochastische Situation Beispiel: Wiirfelwurf \

Problem < : Ergebnismenge Q= {l:2:3: 4 5 6]
Validieren Ein Gegenereignis A Ereignis A: ,Augenzahl gerade” A = {2; 4; 6}. Das Ereignis ist moglich.

enthdlt alle Ereignisse, Ereignis B: ,Augenzahl 0“ B = { }. Das Ereignis ist unméglich.

d_"e ;"Ch”” A enthalten Ereignis C: ,Augenzahl hochstens 6” C ={1; 2; 3; 4, 5; 6}. Das Ereignis ist sicher. i

sinda.

(Adam &Klelne 2016 o 18)

Vorschlag:

»Vorgang mit mehreren moglichen Ergebnissen«
(Grundschule) oder

(Kriiger ot al., 2015) nstochastischer Vorgang« (Sekundarstufe)
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Prozessbetrachtung

Interessierendes Merkmal

Ergebnis 1

Vorgang > Ergebnis 2
Ergebnis 3

A A A A Ergebnis 4

Bedingungen

Welcher Vorgang lauft mit welchen Objekten oder Personen ab?
Welches Merkmal interessiert mich? Wie kann ich das Merkmal erfassen?

che Ergebnisse sind moglich?

Awoy e
=
D

Welche Bedingungen beeinflussen den Vorgang?

(Kriger et al., 2015,S. 11 1f.)

Heiko Etzold, 2023
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Prozessbetrachtung

Auf welche Seite tallt sie?

Es wird geguckt, welche Seite oben liegt.

Wappen
MUnzwurtf > <
Zahl

gesprungene Weite in cm

Messung mit MaBBband vom

Absprungstelle bis Landung

MUnze bleibt nicht auf Rand stehen:

beide Seiten sind gleich schwer Weitsprung > 2,00 m
2,70 m

A A A A

Beinkraft, Beinlange, Absprung-
stelle, Trainingsertahrung, Wind, ...
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

C = wan Corona erkrankt« Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem
I = »positives Testergebnis« positivem Testergebnis tatsachlich erkrankt zu

sein?
PT(C)=

P(CNT)

P(T)

10%
Privalenz: P(C) = 1%

0,106% 0,1% 1% 0,9%
Sensitivitat: Po(T) = 90%

Wahrscheinlichkeit der Erkrankung

o) o)
Wahrscheinlichkeit fir positives Testergebnis, negativer Test 74,15% alle Personen 0,585% sositiver Test
wenn Erkrankung vorliegt

Spezifitat: P-c(—T) = 95% 77,874% 94,05% 7 495% | SHeTTR

Wahrscheinlichkeit fir negatives Testergebnis,

wenn keine Erkrankung vorliegt
95% 5%

Heiko Etzold, 2023 Kap. 14 Leitidee Daten und Zutall - Wintersemester 2022/23 12




Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bestimmung der bedingten Wahrscheinlichkeit

Bestimmung der Schnittwahrscheinlichkeit
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FIGURE 6 | Percentages of correct inferences in the question for a conditional probability, separated for information format and visualization type (across both
contexts).
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FIGURE 7 | Percentages of correct inferences in the question for a joint probability, separated for information format and visualization type (across both contexts).

(Binder et al., 2020)
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Mogliche Visualisierungen Weitere Unterstutzungen

Vierfeldertafel

-

Doppelbaum

o

Heiko Etzold, 2023

Baumdiagramm * Vernetzung der

» absolute Haufigkeiten statt

Haufigkeitsnetz Wahrscheinlichkeiten

Darstellungen
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