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Stoffdidaktik Mathematik

• Sie können Fundamentale Ideen über ihre Kriterien definieren. 

• Sie kennen Beispiele für Fundamentale Ideen, auch über die in den 
Bildungsstandards beschriebenen Kompetenzen hinaus. 

• Sie können bei einzelnen Unterrichtsinhalten den Zusammenhang 
zu zugehörigen Fundamentalen Ideen herstellen.

Fundamentale Ideen
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formale Ebene

semantische Ebene

konkrete Ebene

empirische Ebene

nach Hußmann & Prediger, 2016

Stoffdidaktik als Spezifizieren & Strukturieren von Lerngegenständen

Fundamentale Ideen
Grundvorstellungen

Gestaltung von  
Aufgaben u. Lernumgebungen

Begriffsbildung
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mit 
 für alle A(h) = M ⋅ h h ∈ ℝn
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Sei  offen, sowie . 

 heißt in  (total) differenzierbar, wenn es eine lineare 
Abbildung  und eine „Fehlerfunktion“ 

 gibt, so dass 

  

mit .

U ⊆ ℝn f : U → ℝm

f x0 ∈ U
A : ℝn → ℝm

r : ℝn → ℝm

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + r(h)

lim
h→0

∥r(h)∥
∥h∥

= 0

also eine Matrix  M ∈ ℝm×n
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226 3 Grundideen des Mathematiklernens

Abb. 3.15 Das Spiralprinzip.
(Illustration © A. Eicks)

Die fundamentalen Ideen sollen also gemäß Bruner bereits im Anfangsunterricht kind-
gerecht, aber intellektuell redlich grundgelegt werden und dann auf den weiteren Stufen
des Lernprozesses, also in späteren Jahrgangsstufen erneut aufgegriffen und dabei struk-
turell angereichert werden22. Die damit mögliche Kontinuität und Entwicklungsfähigkeit
in der Auseinandersetzung der Lernenden mit den Lerngegenständen symbolisiert die
Abb. 3.15:

Die durch senkrechte Linien angedeuteten fundamentalen Ideen werden an verschie-
denen Stellen immer wieder aufgegriffen, und zwar a) auf einem höheren Niveau (die
Schraubenlinie windet sich nach oben) und b) in strukturell angereicherter Form (dieWin-
dungen reichen weiter, sie umfassen und integrieren zunehmend mehr Konzepte, Ideen,
Fertigkeiten, Fähigkeiten, Erkenntnisse u. Ä.; s. o. das Beispiel im Abschnitt ›Fundamen-
tale Ideen‹). »Mit dem Fortschreiten auf der ›Spirale‹ werden anfangs intuitive, ganzheitli-
che, undifferenzierte Vorstellungen zunehmend von formaleren, deutlicher strukturierten,
analytisch durchdrungenen Kenntnissen überlagert« (Müller und Wittmann 1984, S. 159).

Zone der nächsten Entwicklung Dieses Prinzip geht zurück auf den russischen Psycho-
logen Wygotsky. »Jedes beliebige Entwicklungsniveau ist durch zwei Entwicklungszonen
gekennzeichnet – eine Zone der aktuellen Leistung und eine Zone der nächsten Entwick-
lung. Während die erste durch all das bestimmt wird, was ein Heranwachsender zu einem
bestimmten Zeitpunkt selbstständig bewältigen kann, umfasst die zweite Zone jene Leis-
tungen, die aufgrund der bisherigen Entwicklung und Aneignung möglich geworden sind,
aber noch nicht selbstständig realisiert werden können« (Lompscher 1997, S. 47). Dieses

22 Vgl. auch das Stabilitätsprinzip bei Wittmann (1981, S. 79).

Krauthausen, 2018, S. 226 
© A. Eicks

»Jedes Kind kann auf jeder 
Entwicklungsstufe jeder Lehrgegenstand 
in einer intellektuell ehrlichen Form 
erfolgreich gelehrt werden.« 

Bruner, 1976, S. 77
  

mit 

f(x0 + h) = f(x0) + M ⋅ h + r(h)

lim
h→0

∥r(h)∥
∥h∥

= 0

y c⋅y
x

c⋅x

g

h

g||h

a

b1 b2

a ⋅ (b1 + b2) = a ⋅ b1 + a ⋅ b2

Beispiel: Linearität

x

y

f(x) = m ⋅ x + n

 
2x + 3y = 11

−4x − 3y = − 7

 für sin(x) ≈ x x ≈ 0

Danckwerts, 1988
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Beispiel: Linearität

1729 
Lösung eines Systems von drei 
Gleichungen in drei Unbekannten 

1750 
Lösung regulärer linearer Gleichungssysteme in zwei, drei und vier Unbekannten 

18./19. Jh.  
Gauß-Algorithmus 

17./18. Jh. 
(m x n)-Schreibweise als abkürzende Schreibweise für eine lineare Substitution 

1850 
(m x n)-Schema als Matrix

16. Jh.  

systematische Methoden zur Lösung von 
linearen Gleichungssystemen

Anfang 1. Jtsd. n. Chr.  
Lineare Interpolation

1715  
Taylor: »Linear perspective«

lineares Fernsehen

lineare Erzählung

prop. Zuordnungen 
im Alltag

1600 1700 1800 1900

Tietze et. al, 2000, S. 73 ff. und Brückler, 2018, S. 39, 107, 119
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horizontal

vertikal Krauthausen, 2018, S. 226 
© A. Eicks

Beispiel: Linearität

 2x + 3y = 11
−4x − 3y = − 7  für sin(x) ≈ x x ≈ 0

historisch

sinnvoll

fundamental!

Anfang 1. Jtsd. n. Chr.  
Lineare Interpolation

1715  
Taylor: »Linear perspective«

18./19. Jh.  
Gauß-Algorithmus 

1600 1700 1800 1900
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Fundamentale Ideen

Eine Fundamentale Idee bzgl. eines Gegenstandsbereichs (Wissenschaft, Teilgebiet) ist ein 
Denk-, Handlungs-, Beschreibungs- oder Erklärungsschema, das   

1. in verschiedenen Gebieten des Bereichs vielfältig anwendbar oder erkennbar ist 
(Horizontalkriterium),   

2. auf jedem intellektuellen Niveau aufgezeigt und vermittelt werden kann (Vertikalkriterium),   

3. in der historischen Entwicklung des Bereichs deutlich wahrnehmbar ist und längerfristig 
relevant bleibt (Zeitkriterium),   

4. einen Bezug zu Sprache und Denken des Alltags und der Lebenswelt besitzt (Sinnkriterium).

Schwill, 1994
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Fundamentale Ideen
Horizontal 

Vertikal 
Zeit 

Sinn

• Zahl 
• Algorithmus 
• Maß 
• Raum und Form 
• Funktion 
• Zufall

• Kommunizieren 
• Modellieren 
• Argumentieren 
• Problemlösen 
• Darstellen 
• Fragen

• Approximierung 
• Optimierung 
• Linearität 
• Symmetrie 
• Invarianz 
• Rekursion 
• Vernetzung 
• Ordnen 
• Strukturierung 
• Formalisierung 
• Exaktifizierung 
• Verallgemeinern 
• Idealisierennach von der Bank, 2013, S. 103 Lambert, 2012und
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nach von der Bank, 2013, S. 103 Lambert, 2012und

Fundamentale Ideen
Horizontal 

Vertikal 
Zeit 

Sinn

• Zahl 
• Algorithmus 
• Maß 
• Raum und Form 
• Funktion 
• Zufall

• Kommunizieren 
• Modellieren 
• Argumentieren 
• Problemlösen 
• Darstellen 
• Fragen

• Approximierung 
• Optimierung 
• Linearität 
• Symmetrie 
• Invarianz 
• Rekursion 
• Vernetzung 
• Ordnen 
• Strukturierung 
• Formalisierung 
• Exaktifizierung 
• Verallgemeinern 
• Idealisieren
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Spezifizieren Strukturieren

nach Hußmann & Prediger, 2016

 
 

- Wie kann ein Lernpfad angeordnet 
werden, in dem das Verständnis, 
zusammen mit den Erkenntnissen der 
formalen Ebene, aufgebaut wird?

-  
 

- Welche Grundvorstellungen und 
Repräsentationen (graphisch, verbal, 
numerisch und algebraisch) sind für 
den Verständnisaufbau entscheidend?

- Welche Fundamentalen Ideen liegen 
hinter den Begriffen, Sätzen und 
Verfahren? 

- Wie verhalten sich Ideen und 
Vorstellungen zueinander und zu 
früheren und späteren Lerninhalten? 

Heiko Etzold, 2022 Kap. 3: Fundamentale Ideen – Wintersemester 2021/22



10

Horizontal 
Vertikal 

Zeit 
Sinn

• Zahl 
• Algorithmus 
• Maß 
• Raum und Form 
• Funktion 
• Zufall

• Kommunizieren 
• Modellieren 
• Argumentieren 
• Problemlösen 
• Darstellen 
• Fragen

• Approximierung 
• Optimierung 
• Linearität 
• Symmetrie 
• Invarianz 
• Rekursion 
• Vernetzung 
• Ordnen 
• Strukturierung 
• Formalisierung 
• Exaktifizierung 
• Verallgemeinern 
• Idealisieren

nach von der Bank, 2013, S. 103 Lambert, 2012und

- Welche Fundamentalen Ideen liegen 
hinter den Begriffen, Sätzen und 
Verfahren? 

- Wie verhalten sich Ideen und 
Vorstellungen zueinander und zu 
früheren und späteren Lerninhalten? 

Fundamentale Ideen

nach Hußmann & Prediger, 2016

Beantworten Sie diese Fragen an 
einem Unterrichtsthema Ihrer Wahl, 
auch mithilfe des Rahmenlehrplanes.
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Konkretisierungsreihen 
Messen

Konkretisierungsreihen 
Rekursion
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Meta-Rückblick auf heute

charakteristisches Beispiel,  
an dem der Kern des Begriffs  
besonders gut sichtbar wird

Kern des Begriffs erarbeitet,  
aber noch nicht richtig verinnerlicht

Anwenden auf andere Beispiele, 
damit Durchdringung des Begriffs

Vorgehen

Ausgangskonkretum 
Linearität

Ausgangsabstraktion 
Definition Fund. Idee

Konkretisierungsreihen 
Approximation

»Aufsteigen vom Abstrakten zum Konkreten«
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Meta-Rückblick auf heute
Einordnung des Themas „Fundamentale Ideen“

220 3 Grundideen des Mathematiklernens

Abb. 3.14 Didaktische Prinzipien. (In Anlehnung an Wittmann 1998a, S. 150)

nisse für das (Mathematik-)Lernen im Unterricht fruchtbar zu machen und dadurch eine
Orientierung für das Unterrichtshandeln anzubieten17.

Für den vorliegenden Rahmen soll eine Übersicht dienen (vgl. Abb. 3.14), die ebenso
wie andere denkbare eine spezifische Sicht und Auswahl darstellt, aber den Vorteil einer
für Analysezwecke hilfreichen Strukturierung hat: Sie unterscheidet zwischen sozialen,
psychologischen und epistemologischen Prinzipien und lässt damit die Bezüge zu relevan-
ten theoretischen Konzepten deutlich werden. In Anlehnung an die grafische Aufbereitung
bei Wittmann (1998a, S. 150) sollen zunächst die Struktur des Diagramms erläutert (vgl.
Wittmann 1998a, S. 151) und dann im nächsten Schritt die einzelnen Prinzipien näher
beleuchtet werden:

17 Käpnick (2014) hält die Konstruktion wie die Nutzung mathematikdidaktischer Prinzipien aller-
dings für »generell problematisch« (Käpnick 2014, S. 60). Darauf soll am Ende dieses Kapitels noch
näher eingegangen werden.

Krauthausen, 2018, S. 220
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